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Introduccion
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Tema 1

Niumeros complejos: Propiedades
algebraicas y topologicas

Vamos a comenzar recordando el concepto de niimero complejo y repasando las pro-
piedades algebraicas del conjunto de tales niimeros.

En cursos previos se han introducido los conceptos de nimero natural, entero, racional
e irracional, todos ellos pertenecen al conjunto R de los ntimeros reales. Ese conjunto no es
todo lo grande que se necesita algunas veces, pues, por ejemplo, en él no puede resolverse la
ecuacion x?+1 = 0, ni muchas otras del tipo p(z) = 0, siendo p un polinomio en la variable
real x. Eso motiva la introduccién de otro conjunto de ntmeros, llamados los niumeros
complejos, que incluye al de los reales, y en el que todo polinomio no constante tiene
raices en el propio conjunto de esos numeros. Este es el llamado teorema fundamental del
algebra, del que daremos aqui varias demostraciones usando resultados que obtendremos
en esta asignatura.

Se atribuye a Gerolamo Cardano (1501-1576) la introduccion de los nimeros complejos,
en su obra Ars Magna de 1545. En 1572 se publicé un texto péstumo de Rafael Bombelli
(1526-1572) en el que se incluyen las reglas de adicion, sustraccion y multiplicacion de
este tipo de niimeros.

El término, hoy usado de “ntimeros complejos” se debe a Carl Gauss (1777 — 1855),
quien también hizo popular la letra “i” que Leonard Euler (1707-1783) habia usado en
alguna ocasion (los fisicos suelen usar la letra j pues la i la usan para la intensidad de
una corriente). En 1806 Jean-Robert Argand (1768-1822) da una interpretacion de los
nimeros complejos como vectores en el plano.

Se define un ntimero complejo como un par ordenado de ntimeros reales, esto es, como
un elemento de R2. En el conjunto de esos elementos se definen las siguientes operaciones
+y-

Dados z = (z,y) y 2/ = (2, ¢),
s+ =(@+2y+y)
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22 = (za =gy y +2'y),

con ellas el conjunto de los niimeros complejos es un cuerpo que se denotara por C. El
elemento neutro para la suma es (0,0), el opuesto de z = (z,y) es (—x,—y) el elemento

neutro para el producto es (1,0) y todo z # (0, 0) tiene por inverso a ol ﬁ . Dado
z = (x,y) se llamara parte real de z al numero real z, y parte imaginaria de z al nimero

real y. A veces se escribe v = Rez, y = Im 2.

La aplicacion x € R —(z,0) € C es un homomorfismo inyectivo de cuerpos, lo que
nos permite identificar a R con un subcuerpo de C. Si denotamos por ¢ al nimero com-
plejo (0,1), al que llamaremos la unidad imaginaria, y tenemos en cuenta la anterior
identificacion, resulta que

z=(z,y) = (2,0)+ (0,y) = (,0) + (0,1) - (y,0) = = + iy.
Obsérvese que i = (0,1)(0,1) = (—1,0) que identificamos con —1.

Los ntimeros complejos pueden ser representados en un sistema cartesiano como ele-
mentos de R?. De hecho como conjuntos coinciden R? y C, pero en C hay una operacién
de multiplicar que no se considera en R2.

Se define el conjugado del nimero complejo z = x + 1y como Z = x — 1y. Se verifican
las siguientes propiedades:

1 1
24+7Z=2Rez, z—-—Z=1-2Imz y siz#0, (—)::.
z Z

El conjugado del conjugado de un nimero complejo z es el propio z.

Se llama mddulo de un nimero complejo z = = + iy al nimero real mayor o igual
que 0, |z| = /2% 4 y?, este nimero real coincide con V2Z y es justamente la distancia
euclidea entre los puntos (0,0) y (z,y). Cuando z es un nimero real, su modulo coincide
con su valor absoluto.

Propiedades:
_ : 2|
lz| =| =2 =[Z], |2&]=|z||], iz #0, 7 :W7 |Rez| < |z,
[Im 2| < |z|, |2| < |Rez|+[Imz|, |z+2/| <[z +[¢].

Veamos la demostracion de esta tltima desigualdad que serd muy usada en lo que sigue:

2+ 2P =+2)Z+2) =2+ |+ 22+ 2=
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|22+ |Z/|* +2Re(22') < |2)* + |2]* + 2|27| = (|2| + |¢])*

Seguimos con las propiedades del médulo:

2 = 12| < [z = 2].

En efecto
2l =z = 2"+ 2| < |z = 2| + ||
con lo que
2| = || < |z = '),
Anéalogamente
2] = |2 < |z = ]

lo que nos da el resultado.

No puede definirse una relaciéon de orden entre los elementos de C que sea compatible
con las operaciones de adicion y multiplicacion y el orden de R. En efecto, si hubiese una
tal relacion el nimero i (que desde luego no es 0) no podria ser mayor que 0, pues si lo
fuese el producto i - i = —1 deberia ser mayor que 0 y no lo es. Tampoco i podria ser
menor que 0 pues si lo fuese —i seria mayor que 0 y entonces (—i)(—i) = —1 deberia ser
mayor que 0 y no lo es.

Para todo nimero complejo z distinto de 0 existe un tnico namero real § € [—7, )
tal que
z = |z|(cos @ + isenf)

(formula modulo-argumental). Para ver esto hacemos lo siguiente: o

de la circunferencia unidad y entonces existe un tunico 6 € [—m, ) tal que x = cosf e
y = sen#, con lo que z = |z|(cosf + isenf). Este 8 € [—m, ) se puede definir como
arctan % Téngase en cuenta que si suponemos, por ejemplo, que x > 0 e y > 0, entonces

0c(0,%)y

es un punto (z,y)

sen® @ 1

cos2f  cos?0

Y\ 2 _

1+(%) =1+tan“0 =1+
x

y como sen? 6 + cos? § = 1 resulta que

2
1 T 9

IO

cos?h =

de donde se sigue que cosf = x (ndtese que tanto cosf como x son mayores que 0). De
esto y de la relacion sen? 6 + cos? @ = 1 se sigue que sen = y (obsérvese que tanto sen
como y son mayores que 0). Los demés casos para z e y se resuelven de forma similar.

Dado que las funciones sen y cos son periddicas de periodo 27, realmente hay un tnico
nimero real con esa propiedad en cualquier intervalo semiabierto de amplitud 2.
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De propiedades bien conocidas de las funciones seno y coseno de variable real se deduce
facilmente que para z = |z|(cosf +isenf) y 2’ = |2/|(cos 0 + isen ')

27" = |z||Z|(cos(d + 0") + isen(6 + §')).

Obsérvese que 6 + 6’ puede salirse del intervalo [—7, ), si se quiere puede cambiarse
6 + 0" por un elemento de [—m, ) que se diferencie de ese en 27 6 —27 segin el caso.
Para todo nimero complejo z = |z|(cos§ +isenf) y todo ntimero natural n se verifica
que
2" = |z|"(cosnb + i sennf)

lo que puede probarse facilmente por induccién.
Dado un nimero complejo z, z # 0, y un nimero natural n, existen wy,...,w, € C

tales que
n __ n __ _ n __
Wy =Wy = =W, = 2.

Si z = |z|(cos @ + isen 0) estos nimeros complejos son los wy, k= 1,...,n, definidos por

1( 0+ 2kr 9+2k;7r)
wy, = |z| | cos ——— +isen ——— |.
n n

Puede justificarse que esas n raices son todas distintas y que no hay ningin otro nimero
complejo w tal que w" = z.

Se dice que una sucesion de nimeros complejos {z,} es convergente a un nimero

complejo zq si
Ve>0dveN|VneN, n>v= |z, — 2| <e.

Esto es, {z,} es convergente a zy si y solo si la sucesion de nimeros reales {|z, — zo|}
converge a 0.

Si escribimos z, = z, + iy, V¥ 20 = %o + iyo, entonces {z,} converge a 2z si y solo si
{z,} converge a xy e {y,} converge a y.

Si z, — 2o entonces |z,| = |20| ¥ z» — 081y s6lo si |z,| — 0.
Una sucesion de nimeros complejos {z,} es de Cauchy si
Ve>03dveN|Vp,geN, pg>v = |z, — 7] <e.
Ocurre también que {z,} es de Cauchy si y solo si {z,} e {y,} lo son.

Se verifica que toda sucesion convergente esta acotada, esto es, existe M > 0 tal que
|zn| < M para todo n € N.

Al igual que ocurre en R, se verifica también que una sucesion de ntimeros complejos
es de Cauchy si y sblo si es convergente. Por esta razén se dice que C es completo.
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Si {z,} converge a zy y {w,} converge a wy entonces {z, + w,} converge a zg + wo y

{z,w,} converge a zowy. Ademas si z, # 0 para todo n y 2o # 0 entonces {i} converge
1

20"

Dados un ntimero complejo zg = ¢ + 1Yo y un ntmero real » > 0 denotaremos por
D(zp,7) a la bola euclidea abierta de R? de centro (zg, o) y radio r. Esto es:

D(zp,7) = {z€C:|z—2|<r}
= {(z,y) €R*: (z —20)* + (y — v0)* < r*},

este conjunto se llama el disco abierto de centro zy y radio r y es realmente el circulo de
centro (zg,yo) y radio r (excluyendo la circunferencia de ese centro y ese radio).

Un subconjunto A de C es abierto si para cada z € A existe r > 0 tal que D(z,7) C A.
Un subconjunto C' de C se dice cerrado si su complementario es abierto.

La coleccion de abiertos de C constituye una topologia, esta topologia esta inducida
por la métrica d(z, 2’') = |z — Z/|. El espacio métrico C es completo, esto es, toda sucesion
de Cauchy en él es convergente, cosa que ya hemos comentado anteriormente.

Dados un subconjunto S de C y un punto zy € C se define,
d(z0,S) = inf{d(z0,2) : z € S}.
Para dos subconjuntos S y T de C se define,
d(S,T) =inf{d(z,w):z € S,weT}.

Un punto z de un subconjunto S de C es un punto interior de S si existe un disco

abierto centrado en z contenido en S. Denotaremos por S al conjunto de los puntos
interiores del conjunto S.

(o]
S puede ser vacio, por ejemplo si S es un subconjunto de C con un tnico punto o si

o o
S es una sucesion de puntos de C. Observamos que si S C T entonces S C T.

Si S = D(z,r), entonces S = D(z,r).

o
Se verifica que S es abierto si y solo si S = S.

Se dice que un punto z de C es un punto de acumulacion de un subconjunto S de C
si todo disco abierto centrado en z contiene algin punto de S distinto de z (si es que z
pertenece a S). Esto es, para todo r > 0 se verifica que D(z,r) NS # 0, {z}.

Denotaremos por S’ al conjunto de los puntos de acumulacién del conjunto S.
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Se verifica que S es cerrado si y s6lo si S C Sy que z € S’ si y solo si existe una
sucesion {z,} de puntos del conjunto S, z, # z para todo n € Ny {z,} convergen a z.

Se dice que un punto z de C es adherente a un subconjunto S de C si todo disco
abierto con centro en z tiene algtin punto de S. Esto es, para todo r > 0 se verifica que
D(z,7)NS # 0. Denotaremos por S al conjunto de los puntos adherentes del conjunto S.
Un punto z pertenece a S si y sélo si d(z,S) = 0. Claramente S = SU S".

Se verifica que S es cerrado si y s6losi S = Sy que z € S si y solo si existe una
sucesion {z,} de puntos del conjunto S, {z,} convergente a z.

Se llama punto frontera de un conjunto S de C a todo punto z de C con la propiedad
de que para todo r > 0 se verifique que

D(z,r)NS#0 y D(z,r)N(C\S) # 0.
Denotaremos por 05 al conjunto de los puntos frontera del conjunto S.

Un subconjunto K de C se dice compacto si de todo recubrimiento de él por abiertos
se puede extraer uno finito, o equivalentemente, K C C es compacto si toda sucesion de
puntos de K tiene una subsucesion convergente a un punto de K (esto es consecuencia
del teorema de Bolzano-Weierstrass de primer curso). Los conjuntos compactos de C son
los conjuntos que son a la vez cerrados y acotados (esto es consecuencia del teorema de
Heine-Borel de primer curso).

Un subconjunto S de C se dice conexo si no existe ningiin par de abiertos V;, V5 de C
tales que:

a) VinansS =10
by SCViul,
Vins #£1

d) Von S (.

C

)
)
)
)

Los discos abiertos son conjuntos conexos, pero la uniéon de dos discos abiertos disjuntos
no lo es. La union de conjuntos conexos con algin punto en comin es también un conjunto
conexo.

Un conjunto S es conexo por arcos si para cualesquiera dos puntos z, w € S existe
una aplicacion continua v : [0,1] — S tal que v(0) = 2, 7(1) = w. Todo conjunto conexo
por arcos es conexo y todo conjunto abierto y conexo es conexo por arcos.

Se dice que un subconjunto S de C es convezo si para todo par de puntos z, w € S se
verifica que el segmento que los une, Lz, w| = {z + t(w — 2) : t € [0,1]}, estd contenido
en S. Todo conjunto convexo es conexo pues es coOnexo por arcos.
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Series de ntimeros complejos

Una serie de niimeros complejos es un par formado por una sucesion {z,} de nimeros
complejos y por otra, también de nimeros complejos {s,} en la que, por cada n, s, =
21+ + z,. Normalmente a las series de nimeros complejos se las denota por > z,. Una
serie se dice convergente si es convergente la correspondiente sucesion {s, } (de sus sumas
parciales). Cuando la serie es convergente se denota al limite de la sucesion {s,} por sy
se le llama suma de la serie > z, y también se escribe s = ) z, (ndtese que se comete
un abuso de notacion).

Si por cada n hacemos z,, = x,, + iy,, entonces Y z, converge si y s6lo si Y, v > yn

convergen y ademas
Zzn = an+i2yn.

Si > z, converge, entonces z, — 0. Téngase en cuenta que paran > 2, z, = S, — Sp_1.

Dado 29 € C, tal que |z| < 1, la serie > zf es convergente y su suma es $%-. Si

consideramos también el término correspondiente a n = 0, esto es, consideramos la serie

oo n __ S8 n—1 1
D020 = Dpe1 %0+ €NtONCES SU suma es .

Para series complejas hay también un criterio de Cauchy anélogo al que conocemos en
el caso real: > z, converge si y s6lo si

q
Ve>03dweN|VpgeN, g>p>v— Z Zn| < E.
n=p+1

Se dice que una serie Y z, es absolutamente convergente si Y |z,| es convergente.
Obsérvese que si una serie es absolutamente convergente también es convergente. Para
estudiar la convergencia absoluta de una serie hay varios criterios, nosotros aqui usaremos
normalmente el de la raiz (o de Cauchy), que dice que > z, es absolutamente convergente
cuando %m < 1. Cuando este limite superior es 1 puede ser convergente o no y
cuando es mayor que 1 no converge pues en ese caso z, — 0).

Para series > a,, a, > 0, se verifica que ) a, converge si y solo si {s,} esta acotada
(Sp=a1+ -+ ap).

Si una serie converge absolutamente toda reordenaciéon también converge absoluta-
mente y tiene la misma suma.

Si una serie converge toda serie obtenida por introduccion de paréntesis (esto es,
agrupamiento de algunos de sus términos) también converge y tiene la misma suma. La
supresion de paréntesis en una serie puede hacerle perder la convergencia. Desde luego
esto no ocurre con series de términos mayores o iguales que 0.
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Se define la suma de dos series Y z,+ > w, = > (2, + wy) y se verifica que si Y z,
v > w, convergen entonces » (z, + w,) también converge y su suma es la suma de las
series.

Se define el producto A ) z, = >~ Az, siendo A un nimero complejo y se verifica que
si Y z, converge entonces » | Az, también converge y su suma es A por la suma de la serie.

La definicion de producto de dos series Yz, y > w, no es muy clara a primera
vista si uno quiere que el producto de las series dadas, si son convergentes, sea una serie
convergente y converja al producto de lo que convergian las series de partida. Esto sucede
si definimos el producto (> z,) (O w,) como la serie > v, donde

v = AW
Vo = Z{Wa2 + 2oWa + 2ZoWq
U3 = ZjWs3 + 2ws3 + 23W3 + 23W2 + Z3W1

Obsérvese que con esta definicion de los v,, resulta que las sumas parciales ¢, de esta serie
son precisamente los productos de las sumas parciales s, y t,, de las series ) z, y > wp.
Por ejemplo,

Co = V1 + Vg = Z1W1 + 21W2 + 2oW2 + 2oW1 = (21 + ZQ)(UJl + U)Q) = Sztg.

Es claro entonces que la sucesion de sumas parciales {¢,} converge y lo hace a st, siendo
s =lim s, y t = lim t,. Si ahora hacemos lo mismo con las series Y |z,| v >_ |wy], la
correspondiente serie producto v, tendréa todos sus términos mayores o iguales que 0 y
podremos reordenarla como queramos manteniendo su convergencia. Si consideremos en
ella la reordenacion

|z1[|wi| + 21| |wa| + [za||wi] + [21|[ws] + |22]Jwa| + |23][wy | + - -
y después introducimos paréntesis de la siguiente forma:
|z1]|wi] 4 (21| Jwa| + |z2]|wi|) + (|21]|ws| + | 2a||we| + |z3|[wy]) + - -

la correspondiente serie es convergente. Esta es la motivacion para definir el producto de
Cauchy de dos series Y z, y > w, como la serie Y_ v}, siendo

vy = 21wy

3
Uy = Z1W2 + ZoWy
U§ = Z1Ws + 2oW3 + Z3Wq

n

* JR—

v, = RWnt1—k-
k=1

Lo que se acaba de hacer muestra que esta serie es absolutamente convergente cuando
> zn vy > wy, lo son. En general el producto de Cauchy de dos series convergentes no es
convergente. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se considera el producto de Cauchy de la
serie »_ (_\/17%n por si misma.




Tema 2

Derivaciéon de funciones complejas.
Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sean S un subconjunto de C, f: S — C, 2o € 8’ y wg € C. Se dice que f tiene por
limite wy en zg si

Ve>0 30>0]|VzeS z#20,|2— 2] <0=|f(2) —wy| <e.

Se escribe lim f(z) = wy para indicar que f tiene limite en zy y que ese limite es wy.
Z—Z20

Limite por sucesiones: lim f(z) = wy si y s6lo si para toda sucesion {z,} de puntos de
Z—20

S, zn, # 2o para todo n, que converja a z, se verifica que f(z,) — w.

Las funciones con valores complejos, como lo son todas las que manejaremos aqui, se
pueden escribir en la forma

f(2) = Re f(2) + iIm f(2).
Pues bien,

limf(z) =wp=a+1ib < limRef(z)=a y limImf(z)=0.

2—20 Z—20 Z—20

Suele usarse la notacion u = Re f y v = Im f, entonces f = u + 0.

Conviene también introducir los siguientes conceptos relacionados con el anterior:

Sea f: 5 cC— C.

a) Se dice que lim f(z) = oo si
Z—20

VM >0 36>0|VzeS, z2# 2, |2—2| <d=|f(2)] > M.

15
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b) Se dice que lim f(z) = wy € C si

Z—00

Ve>0 IN>0]| Vzels, 2| >N = |f(z) —w| <e.

¢) Se dice que lim f(z) = oo si
Z—r 00

VM >0 3N>0]| VzelS, |z|>N=|f(z)| > M.
Funciones continuas

Definiciéon 2.1 Sea S un subconjunto de C. Se dice que una funcion f : S—C es continua
en un punto zy € S si

Ve>0 30>0|VzeS, [z—2|<d= |f(z)— f(z)] <e.

Continuidad por sucesiones: f es continua en zj si y solo si para toda sucesion {z,}
de puntos de S, que converja a z se verifica que f(z,) = f(2o).

Se verifica que f es continua en zg € S'NS si f tiene limite en zy y éste es precisamente

f(20).

Una funciéon f : S—C es continua en S (esto es, en cada punto de S) si y sélo si para
todo abierto V' de C existe un abierto U de C tal que f~(V)=UnNS.

Cuando dos funciones continuas pueden componerse, su composicion es también con-
tinua. La suma de funciones continuas en un punto es continua en ese punto y también
lo es su producto y el producto de una funcién continua por un nimero complejo. Si la
funcion f no se anula en ningtin punto y es continua en un punto zy entonces la funcion
% también es continua en zj.

Las funciones constantes y las funciones f(z) = 2, f(z) = |z|, f(2) = Rez, f(z) =
Imz, f(z) =2y f(z) = 2% son continuas en todo punto.

Se verifica que f = Re f +iIm f es continua en un punto zq si y sélo si las funciones
Re f y Im f son continuas en z.

La imagen de un conjunto compacto por una aplicacion continua es un conjunto com-
pacto v la de un conjunto conexo es también un conjunto conexo.

Definiciéon 2.2 Se dice que una funcion f: S C C — C es uniformemente continua en
S st
Ve>0 30>0|Vz,wesS, |z—w|<d = |f(z) — f(w)] <e.
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Las funciones constantes y las funciones f(z) = z, f(z) = |z|, f(2) = Rez, f(z) =
Imz, f(z) = z son uniformemente continuas en C y la funcion f(z) = 2% no es uniforme-
mente continua en C: Dado € =1y 0 > 0 arbitrario, los puntos %%—g yi-— g distan entre

sf menos que ¢ y sin embargo sus cuadrados distan % > 1.

Toda funcién uniformemente continua en un conjunto S es continua en cada punto
de Sy toda funcion continua es uniformemente continua y alcanza el supremo (de sus
valores absolutos) en cualquier compacto contenido en su conjunto de definicion.

Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones de S C C en C es una aplicacion de N en el conjunto de
funciones de S en C. Como es habitual se representa a las sucesiones de funciones por

{/n}-

Definicion 2.3 Una sucesion de funciones {f,} de S en C converge puntualmente en el
conjunto S a una funcion f: S — C siVz € S se verifica que f,(z) — f(2). Esto es,

VzeSyVe>03u(z,e) eN|VneN n>v=|f.(2) — f(2)] <e.

Si una sucesion de funciones {f,} de S en C converge puntualmente en el conjunto
S a una funcion f y una sucesion de funciones {g,} de S en C converge puntualmente
en el conjunto S a una funcién ¢ entonces la sucesion de funciones {f, + g,} converge
puntualmente en el conjunto S a la funcion f + g. Lo mismo sucede con el producto y el
cociente cuando las funciones del denominador nunca valen 0.

Definicion 2.4 La sucesion de funciones {f,} de S en C converge uniformemente en el
conjunto S a una funcion f: S — C s

Ve>0 Frv(e)eN|VneN n>v,—= |f.(2)— f(2)|<eVzeS.

Sea { f,} una sucesion de funciones de S en C y sea f una funcion de S en C. Si existe
una sucesion de nameros reales {a, } convergente a cero verificando que |f,(2)— f(2)| < a,
para todo n y para todo z € S entonces la convergencia es uniforme.

Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de una sucesiéon de funciones:
Una sucesion de funciones {f,,} de S en C converge uniformemente en el conjunto S si y
s6lo si

Ve>0 Iw(e) eN|Vp,geN, pg2v, = |f(2) — fo(2)| <e Vz € S.

El limite uniforme de funciones continuas es una funciéon continua. El limite puntual
puede no ser una funcién continua.



18

Si una sucesion de funciones {f,} de S en C converge uniformemente en el conjunto
S a una funcion f y una sucesion de funciones {g,} de S en C converge uniformemente
en el conjunto S a una funciéon g entonces la sucesion de funciones {f, + g,} converge
uniformemente en el conjunto S a la funcion f + g, y si A € C, {\f,} converge a Af
uniformemente, pero {f,g,} puede no ser uniformemente convergente. Esto sucede, por
ejemplo, cuando f,(z) = Ly g,(2) = z para todo z € C, pues la sucesion {£z} no es
uniformemente convergente en C.

Series de funciones

Las series de funciones son pares formados por dos sucesiones, {f,} v {s,}, donde cada
fnesuna funciéon de S C Cen C, y s, es la funcion de S en C definida por s, = f1+- - -+ fn.
Se usara la notacion ) f,, para representar la serie de funciones definida por la sucesion

{/n}-

La convergencia puntual o uniforme de las series de funciones se define asi: Una serie
>~ fn converge puntualmente en el conjunto S a una funciéon s de S en C si la sucesion de
funciones {s,} converge puntualmente a la funcion s en el conjunto S, esto es, para cada
z €5, s,(2) = s(z). La convergencia de ) f,, a la funcion s es uniforme en el conjunto S
si la sucesion {s,} converge uniformemente a la funciéon s en el conjunto S. Cometiendo
un abuso de notacion se representa por Y f, tanto a la serie como a su limite puntual
(suma) cuando éste exista.

Si una serie Y f, converge puntualmente (uniformemente) en el conjunto S entonces
la sucesion de funciones {f,,} converge puntualmente (uniformemente) a la funciéon cero
en el conjunto S.

Respecto a la convergencia uniforme de series de funciones debemos citar:

Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de una serie de funciones: Una
serie de funciones ) f,, de S en C converge uniformemente en el conjunto S si y sélo si

Ve > 0 dv(e)eN|VpgeN, ¢g>p>v,
= |fpr1(2) + -+ fy2)| <eVzeS.

Criterio M de Weierstrass: Si > f,, es una serie de funciones de S en C y para
cada n € N existe M,, > 0 de forma que |f,(z)| < M, para todo z € Sy la serie numérica
> M, converge, entonces »  f,, converge uniformemente en S.

Funciones derivables

Sea S un subconjunto de C, una funcién f : S— C se dice derivable en un punto

20 € SN S’ sl existe
o £(2) = f(z0)

z—20 Z— 2
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y es un nimero complejo. El valor de este limite, cuando exista, se llama la derivada de
f en zy v se denota por f’(z).

La funcion f(z) = z es derivable en todo punto de C, mientras que la g(z) = Z no lo
es en ningan punto (en efecto, si tomamos un punto zy € C y consideramos puntos de la
forma z = 2+, 2 =z +it con t € R, entonces =20 = 1 y 22 = —1 respectivamente).
Tampoco son derivables las funciones |z|,Rez eIm z.

Idea geométrica: si suponemos que f es derivable en 0y que f(0) = 0 (para simplificar),
el que f sea derivable en el 0 significa que existe A € C tal que f(z) ~ Az para z proximo
a 0. Entonces, lo que hace f es multiplicar a los z proximos a 0 por un nimero complejo
fijo, lo que significa que los escala y los gira un mismo angulo a todos.

Toda funcién derivable en un punto es continua en ese punto.

Si f y g son dos funciones derivables en un punto 2, también lo es su suma y su
producto;

(f +9)'(20) = f'(20) + ¢'(20)

(f9) (20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-
!

Si ademas ¢g(z) # 0 en los puntos de un entorno de zj, entonces 5

en zg y
/ / o) = f'(20)9(20) — 9'(20) f (0)
<g) o) = 9(=0)? |

es también derivable

Regla de la Cadena: (go f)'(z0) = ¢'(f(20))f (20), supuesto, que f sea derivable en 2z,
que g lo sea en f(z) y que tenga sentido componer a f con g.

En el caso particular de que el conjunto S sea de nimeros reales entonces escribimos
f(t) = u(t) +iv(t) y se verifica que f es derivable en un punto ¢y si y sblo si u y v son
derivables en dicho punto. Ademas, f’(ty) = u'(to) + i/ (to).

Teorema 2.5 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) Sea f = u+iv: U — C, U abierto
de C, una funcion. Entonces f es deriwable en un punto zo = xo + iyo € U st y sdlo st u
y v son diferenciables en el punto (x¢,yo) como funciones definidas de un subconjunto de
R? (el propio U) con valores en R y ademds se verifica que

0 0
a—Z(ﬂanyo) = 8_2(%"%)
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Estas igualdades se llaman las ecuaciones de CauchyRiemann.

Demostracion. Veamos la demostracion de esto: Supongamos que f es derivable en z,
y sea f'(z9) = a + ib, entonces

f(2) = f(z0) = f'(20)(2 — 20)

lim =0
z—20 Z— 2
lo que equivale a que
o[£ = £ = Fa) = 20)|
Z—20 Z— 20
y a su vez a que
jim 1) = F(20) = f1(20) (2 — 20) _
) |z — 20|

lo que significa que
lim u(z,y) — u(@o, yo) + 1(v(z, y) — v(zo, Yo))
()= (z0,90) V(T —z0)2 + (y — yo)?
a(z — o) — by — yo) + i1(aly — yo) + b(x — o)
V(@ —x0)% + (y — 0)?

es 0, esto es,

u(z, y) — ulzo, yo) — (a(z = o) + (=0)(y — ¥o))

(z,y)—(zo,y0) \/(I‘ —20)2 + (y — y0)?
y
lim v(z,y) — v(@o, yo) — (a(y — yo) + bz — x0)) o,

(z.y)—(z0.,y0) V(T —20)2+ (y — o)?
lo que nos dice que u es diferenciable en (xg, yo), que du(zo,yo)(h, k) = ah — bk, que v es

diferenciable en (xg,v0) v que dv(xo,yo)(h, k) = bh + ak. De ello se deduce que

0 0
8—3(33073/0) =a= a—Z(%, Yo)

y que
ou ov
a—y(ﬂfo,yo) =—b= —%(960790)-

Todos los pasos que hemos dado se pueden hacer en sentido inverso y asi tenemos el
resultado anunciado. O

Obsérvese que en la anterior demostracion se ha probado ademas que

, 0 0
f(20) = a—Z(Sﬁmyo) + Za_;(l'o;yo)~
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Definicién 2.6 Sean U un conjunto abierto de C y f una aplicacion definida en U con
valores en C. Se dice que f es holomorfa en U si es derivable en cada punto de U.

Observamos que si v y v tienen derivadas parciales primeras continuas en U entonces
son diferenciables en U y por lo tanto, si verifican las condiciones de Cauchy-Riemann,
f = u 4+ 1 es holomorfa en U.

El conjunto de las funciones holomorfas en un abierto U de C es un espacio vectorial
con las operaciones habituales: (f +¢)(z) = f(2)+9(2) y (Af)(2) =Af(2),z€U. (fyg
son funciones holomorfas en U y A es un niimero complejo). Este espacio se denotara por
HU).






Tema 3

Series de potencias y radio de
convergencia. Funciones analiticas.
Principio de identidad. Funciones
elementales

Definiciéon 3.1 Se llama serie de potencias centrada en un punto zg € C a toda serie
de funciones Y [, en la que las funciones f, son de la forma:

fo(2) = a0, fi(2) =a1(z — 20), ..y fu(2) = an(z — 20)"...

donde los aj son numeros complejos. Las series de potencias se denotan habitualmente
o0
por 3 g an(z = 20)".

Observamos que todas las f,, son derivables en todo punto de C y que fi(z2) =0y
11(2) = na,(z — 2)" ! para todo n = 1,2...

Definiciéon 3.2 Se llama radio de convergencia de una serie de potencias
Z an(z — z)"
n=0
al elemento de [0,400) U {oo} definido por:
0 si lim {/|ay,| = 0o

R={ si lim ¥/]a,| = 0
: si 0 < limY/]a,| < oo.

23
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Teorema 3.3 (de Cauchy-Hadamard) Sea Y~ a,(z — 20)" una serie de potencias y
sea R su radio de convergencia, 0 < R < 0o, entonces para cada z; € D(zp, R) la serie
de naimeros complejos > o an(z1 — z)" converge absolutamente y para 21 ¢ D(z0, R) la
serie de nimeros complejos Y " an(z1 — z0)™ no converge.

Demostracion. Aplicamos el criterio de la raiz a la serie de nimeros reales no negativos
> olan(z1 — 2)"| para cada z; € D(zo, R) :

lim 3/ |an(z1 — 20)"| = (lim {/]an|)|21 — 20| < (lim /|an|)R = 1

y para cada z; ¢ D(z, R)

lim V!an(zl —2o)"| = (m\"/ lan|)|z1 — 20| > (%\"/ la,|)R =1

y se obtiene el resultado. O

Para ver que no se puede afirmar nada de lo que le ocurre a los puntos z tales que
|z— 2| = R basta observar que la serie de potencias Y~/ Lz" tiene radio de convergencia
1, converge en el punto —1 y no lo hace en el 1.

Teorema 3.4 Toda serie de potencias centrada en zy que tiene radio de convergencia R,
0 < R < oo converge de modo uniforme en los compactos de D(zy, R).

Demostracion. Si K es un compacto contenido en D(zy, R) entonces definimos la funcion
©(z) = |z — 20|, que es continua en el compacto K, y por lo tanto existe z* € K tal que
©(z) < @(z*) para todo z € K.(nbtese que el supremo de ¢(K) es un punto adherente al
conjunto y pertenece a él pues ¢(K) es cerrado por ser compacto). En consecuencia

lan(z — 20)"] < |an(z" — 20)"| Vz € K, Vn e N.

Como la serie numeérica ) |a,(2* — 2)"| converge, pues z* € K C D(z, R), aplicando
el criterio M de Weierstrass se tiene el resultado. O

En el caso R = oo la serie converge absolutamente en todos los niimeros complejos y
de modo uniforme en cada compacto de C. Si R = 0 la serie no converge en ningiin punto
salvo en 2y y su valor en él es aqg.

Dada una serie de potencias >~ a,(z—2)™ cuyo radio de convergencia R suponemos
mayor que 0 y finito, podemos considerar la funcion f : D(zg, R) — C definida por

f(2) =) an(z = 20)",

n=0

téngase en cuenta que por cada z € D(z2g, R), la correspondiente serie numeérica converge.
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Teorema 3.5 (de derivacion de series de potencias) La funcion f definida de la for-
ma anterior es de clase C* en D(zy, R).

Demostraciéon. Veamos primero como es derivable en cada punto de D(zy, R). Probare-
mos que para todo z; € D(zg, R), se verifica que

o0
"(z1) = Znan(zl )
n=1

Observamos antes de nada que la serie de potencias Y -~ na,(z — z)" ! tiene el mismo
radio de convergencia que la que define a f, pues

o0
E nan(z — 20)" ' = (2 — 20)~ E nan(z — z)"
n=1

y lim {/n|a,| = lim {/]a,| debido a que nw — 1.
Fijemos z; € D(zp, R). Probaremos que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si
z € D(z,R) y 0 < |z — 2| < 6 entonces:

f( Znan 21—20 -1 < E.

Z— 21
Fijemos 7 > 0 tal que |21 — 29| < 7 < R. Como la serie numérica > - nla,|[r""! es
convergente, existe ng € N tal que

[e.9]

4 €
Z nla,|r" < 3

n=ng+1

Para z € D(z, R), z # 21, se tiene que:

f( Znan Z1 — Zo -1

zZ— 2

_ D om0 @n (2 — 20)" = Yoo g an(21 — 20)" Z”Gn 21— z)" !

zZ— 2

Dm0 @n (2 = 20)" = 200 an(21 — 20)" Znan 21— z)" !

zZ— 2

IN

[e.e]

N Z an(z—zo) — (21 — 2)"

zZ—Z1

Z na,(z — 20)" .

n=ng-+1

n=ng+1
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Ahora bien, como Y "°  na,(z1 —20)" " es la derivada de la funcion s,,(z) = >0, an(z—
20)" en zy, existe un § > 0, tal que D(z1,0) C D(zg,r), de forma que para todo punto
z € D(21,0), z # 21, se tiene que:

Zzooan(z 20)”—Zn oan Znan 21— 2o)" < -

z— 2

Por otra parte, teniendo en cuenta que para cualesquiera niimeros complejos u,v y n € N
se verifica que

se sigue que,

> (z — 20)" — (21 — 20)"
> ol =
n=ng+1 < “1
o
= Z || |(z —20)" (2= 20)" (21 — 20) + -+ (21— 20)" 1|
n=ng+1
> 5
< Z || < 3
n=ng+1
oo
y finalmente, |37 nay(z — 2)" | < Z |an |t < £. Luego,
n=ng+1
f( Znanzl—zg H<e Vz, 0<|z—2z]<é.
Z— 21

Observamos ahora que la derivada es entonces una nueva serie de potencias con centro
en zp cuyo radio de convergencia es el radio R de la serie de partida. Luego esta derivada
sera derivable en cada punto de D(zg, R) y asi sucesivamente. En consecuencia la serie de
potencias original define una funcion de clase C* en D(zg, R). Si denotamos por f a la
funcion definida por >°77 an(z — 20)" en D(z, R), entonces

Zn n—1)---(n—(k—1))an(z — 2)"*

con lo que
fk)(Z(]) = k'ak

Para R = oo podemos definir la funcion f en todo C y de manera analoga se verifica
que es de clase C* en todo C asi como las formulas para las derivadas. 0
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Definicién 3.6 Se dice que una aplicacion f : U — C es analitica en un punto zy € U,
U abierto de C, si existe una serie de potencias Y - an(z—zy)" y existe un D(zg, p) C U
tal que

f(2) =) an(z—2)" Vz€ D(z,p).
n=0
Como acabamos de ver a, = %f”)(zo) con lo que

F&) =3 )z~ )"

Esta serie suele llamarse la serie de Taylor de f en zj.

La suma de funciones analiticas en un punto zy es también una funcion analitica en
el punto 2y y lo mismo sucede con el producto de una funcién analitica por un ntmero
complejo y con el producto de funciones analiticas. La serie que corresponde a la funcion
producto es el producto de Cauchy de las series que corresponden a cada una de las
funciones.

Las funciones analiticas en un abierto U son las que son analiticas en todos los puntos
de U y se denota por A(U) al conjunto de todas ellas. Es un espacio vectorial sobre C.

Las funciones definidas por una serie de potencias en su disco de convergencia son
analiticas en él. Esto no es una trivialidad, pues hay que demostrar que dado un punto
21 € D(zp,7) existe una serie de potencias centrada en z; que converge a la funciéon en un
disco centrado en z;. Lo que ocurre es que en el caso complejo, que es el que nos interesa
a nosotros, esto estda garantizado por el resultado, que se probara mas adelante, de que
todas las funciones derivables en un abierto son analiticas en él.

Acabamos de ver que las funciones analiticas de variable compleja son de clase C*>
(tiene derivadas de todos los 6rdenes en todos los puntos de U). Esto ocurre también
en el caso real, pero en este caso sucede que no todas las funciones de clase infinito son
analiticas. Ej.: f(z) = e W six # 0y f(0) =0 (véase Spivak, p. 482, Bartle p. 341). En
el caso complejo toda funciéon que sea holomorfa en (derivable en todo punto de) U es
analitica en ese abierto. Esto es una consecuencia muy importante del teorema integral
de Cauchy que vamos a obtener un poco mas adelante. Demostramos ahora un teorema
para funciones analiticas, que es véalido tanto en el caso real como en el complejo.

Teorema 3.7 (Primer teorema de identidad) Sea U un dominio de C (esto significa
que U es un conjunto abierto y conexo de C) y sea f una funcion analitica en U. Entonces
equivalen:

1. f es idénticamente nula en U.

2. FExiste un abierto no vacio V C U tal que f es idénticamente nula en V.
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3. Ewiste un punto zy € U tal que f(2) =0 paran =0,1,2... (f9 = f).

Demostracién. Es claro que (1) = (2), basta tomar V = U.

(2) = (3) Consideremos cualquier punto z, € V. Dado que f se anula en todos los
puntos de un cierto disco centrado en zy, resulta que f(z) = 0 paran = 0,1,2... Para
verlo no hay mas que escribir los cocientes cuyos limites definen las derivadas sucesivas
de f en z.

(3)=(1)Sea S={z € U: fM(z) =0 paran =0,1,2...}. El conjunto S es abierto,
pues si z; € S entonces z; € U y al ser la funciéon f analitica en 2z, existe p > 0 tal que
D(z1,p) CUy

>  rp) 7
=3 0y v e pGa )

entonces f(z) = 0 para todo z € D(zy, p) pues f™(z;) = 0 para todo n = 0,1, 2... Luego
D(z1,p) C S. El conjunto C\S es también abierto, pues es el complementario de un
cerrado.

Tenemos entones dos conjuntos abiertos Sy C\S tales que:

a) UNSN(C\S) =0 (nétese que si z € S entonces z € S por lo que z ¢ C\S.

b) U C (C\S)U S. Veamoslo, si z € Uy z ¢ C\S, entonces 2 € S y por lo tanto
existe {2} C S tal que z; — 2. En consecuencia, al ser cada f™ continua, f™(z) =
]ggngof")(zk) =0, paran =0,1..., es decir, 2 € S.

c) UNS # (. Esto es claro pues zp € UNS.

Como U es conexo se tiene que verificar que U N (C\S) = 0, y como por (b), U C
(C\S)U S, resulta que U C S y por lo tanto U = S.

O

Corolario 3.8 5i dos funciones analiticas en un dominio U C C coinciden en un abierto
no vacio V de €l, entonces coinciden en todo U.

Corolario 3.9 El anillo de las funciones analiticas en un domino U no tiene divisores

de 0.

En efecto, si f y g son dos funciones analiticas en U, fg = 0y f no es idénticamente
0, entonces existe un punto 2 tal que f(z9) # 0, pero entonces, por la continuidad de f
existe un abierto V C U tal que f(z) # 0 para todo z € V. Como C es un cuerpo resulta
que g(z) = 0 para todo z € V. Entonces g es idénticamente nula en U,

Teorema 3.10 (Segundo teorema de identidad) Sean U un dominio, f una funcion ana-
litica en U y supongamos que para algin punto zo € U existe una sucesion {z} de puntos
de U, todos distintos de zy, que converge a zo y de forma que f(z) = 0 para todo k € N.
Entonces f es idénticamente nula en U. Esto es, si {z € U : f(z) = 0} tiene un punto
de acumulacion en U entonces [ es idénticamente nula en U.
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Demostracion. Consideremos el desarrollo de f en serie de Taylor en torno a zj :

00 n)
flz) = Z fn—(‘zo)(z —20)", 2z € D(zp, p) para algtn p > 0.
n=0 ’

Probaremos que f™(z) = 0 para todo n = 0,1... lo que nos da el resultado usando el
primer teorema de identidad. Dado que f(z;) = 0 para todo k, por la continuidad de f
se sigue que también f(z) = 0. Supongamos que existe un m € N tal que f™(z) #0y
denotemos por mg al primer natural con esa propiedad (éste mq existe por el Principio
de Buena Ordenacion de N). Entonces

00 n) %
o) = S s

La funcion -
fmo)(zo) N Z fmo+k)(zo)

mo! (mo + ]C)' (Z B ZO)k

z € D(zo,p) —
k=1
es continua (esta definida por una serie de potencias en ese disco) y su valor en los puntos

2k, que estan contenidos en D(zp, p),es 0, luego su valor en z, también es 0, pero ese valor

£m0)(20)

ol que supusimos que no era 0. Esta contradiccion nos da el resultado. 0

es

Corolario 3.11 §i dos funciones analiticas en un dominio U coinciden en los puntos
de una sucesion convergente a un punto de U, cuyos términos son todos distintos de ese
punto, entonces coinciden en todo U.

Corolario 3.12 S f es una funcion analitica que no sea la constante 0 en un dominio
U. Entonces para todo 20 € U tal que f(20) = 0 existe r > 0 tal que D(20,7) C U y
f(2) # 0 para todo z € D(zo,7)\{70}-

Demostracién. Sea p > 0 tal que D(z,p) C U. Si para cada k € N existe un punto
2k € D(20,%)\{20} tal que f(2) = 0 aplicamos el teorema anterior y tenemos que f es la

constante cero en U, luego existe kg € N tal que f(2) # 0 para todo z € D(z, )\ 20}
0J

Observamos que la funcion f: z € C —f(z) = 1 — |z|, vale 0 en el 1 y en cualquier
entorno del 1 hay puntos donde vale 0, pero claro, esta funcién, al no ser holomorfa, no
es analitica (aunque si continua).

Definiciéon 3.13 Sea f : U — C, analitica en un punto zo € U. Se dice que f tiene en
2 un cero de orden m € N si f(20) =0, f'(20) =0,..., [ D(z) =0y f™(z) # 0.



30

La siguiente proposicion se demuestra facilmente.

Proposiciéon 3.14 Una funcion analitica en zg tiene en ese punto un cero de orden m i
y solo si existen 6 > 0 y una funcion ¢ analitica en zy tal que

f(z2)=(z2—20)"Y(z) y ¥(2)#0 para todo z € D(z,9).

Obsérvese que

f&) =3 )~ ) = (- )" Y mf’”*k)(%)(z )

para todo z € D(z,9).
Las funciones elementales

Consideremos la serie de potencias

1
>
n!
n=0
Esta serie es convergente en todo punto de C. Notese que, por cada z € C la serie numérica
o
real Z L|z|™ es convergente pues,
n=0
1
(n+1)! 1
= n+1
tiene limite 0 (se aplica el criterio del cociente). Recordamos que si lim “*** = p, también
n—oo M
lim {/a, = p. Podemos entonces considerar la funcion
n—ro0
o
1 n s 1 2 1 3 1 n
ZGCH;E'Z —igﬂgo(1+z+gz +§z —l—...—f—az
—

que de momento denotaremos por E. Dado que la funcién E, esta definida por una serie
de potencias en C, resulta que es de clase C*° en C y

[e.e] [e.e] o

n— 1 n— 1 n
EI(Z):Z%Z 1:Zm2 12252

n=1 n=1 n=0

para todo punto de C. Esto es E'(z) = E(z) para todo z € C.
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Si consideramos dos puntos z y w € C, entonces

00 1 . 00 1 n n .
E(z4+w) = Zm(z—l—w) :Zﬁ (k>zkw F

n=0 n=0 k=0
S - 1 1 k, n—k
= — AT
; — k! (n —Ek)!
=1 =1
- (i) (S ke
(n—O n! ) <n—0 n! )
= E(z)E(w).

NOTA. La peniltima igualdad anterior es la féormula que define el producto de Cauchy
de las dos series.

De la propiedad E(z + w) = E(z)E(w) para todo z,w € C, la mas importante de la
funcion, se deduce que E(z) # 0 para todo z € C, pues

E(z)E(—z)=FE(z+ (—2)) = E(0) = 1.

En el caso de z = = € R se verifica que E(x) = e” y entonces se utiliza la notaciéon

o) _1)
( ) Z2n+1

“~ (2n+1)
© (1
c(z) = nz% ((2n;! 22",
Estas funciones son de clase C* en C y se comprueba facilmente que s(—z) = —s(z), que
c(—z) =c(2) y que §'(2) = c(2) y (2) = —s(z). También se verifica que
i (i)™ i 2 =c(z) +is(z) =e*  paratodo z € C
— (2n (2n + 1)!

con lo que '
e ” =c(z)+is(—z) paratodo z €C

de donde se siguen las formulas de Euler (de 1748):
eiz + e—iz eiz _ e—iz

o) = 2y s(e) =
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Para z = x € R, se verifica que

y entonces se utiliza la notacion

n

— — S (1) 2n+1
sen z = s(z) = Zmz

n=0

De la expresion e* = cos z + isen z se obtiene, tomando z = 7, la famosa formula
™ = —1 o su equivalente ¢ +1 =10

que relaciona los ntimeros mas “famosos” de las matematicas.

Para cada y € R se verifica que |e¥| = |cosy +iseny| = 1.

Se verifica también que
e =1 <= z = 2kmi para algin k£ =0, +1, +2...
En efecto, si e* = 1, entonces e* = e“e™ = e*(cosy +isen y) = 1, luego

e“cos y =

esen y = 0.

Como e* # 0, se sigue de la segunda ecuaciéon que y = nm, para algin n € Z. Dado que
cos(nm) = (—1)", necesariamente n debe ser de la forma 2k, con k € Z, y ¢ = 1, por lo
que = = 0. La otra implicaciéon es inmediata pues cos(2kmw) = 1 y sen(2km) = 0 para todo
keZ.

De la equivalencia que acabamos de obtener se sigue que

e® = e <= existe k € Z tal que z — w = 2kmi.
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También se definen el seno hiperbolico y el coseno hiperboélico de manera aniloga al

caso real cosh(z) = = y senh(z) = £

En los cursos de Anélisis de Variable Real se define la funcion logaritmo (de variable
real) como la inversa de la funcion exponencial. Notese que la funcion x — e*, = € R es
inyectiva y su imagen es (0, +00), luego la funcion logaritmo (natural) real esta definida en
la semirrecta real positiva, (0, +00). Como ya hemos visto la funciéon exponencial compleja
no es inyectiva y entonces no se puede definir una inversa para tal funcién. Sin embargo
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.15 Para todo nimero complejo z, z # 0, existe w € C tal que ¥ = z. Uno
de tales w es log|z| + i Arg z. Los demds son log|z| + i(Arg 2z + 2k7), con k € Z.

Arg z es el llamado argumento principal de z y es el tnico ntmero real 6 entre
[—7, ) tal que
z = |z|(cos @ + isentheta).

Notese que ﬁ es un nimero complejo de modulo 1y por lo tanto es un punto que esta sobre

la circunferencia unidad por lo que existe un (unico) 6 entre [—m, ) tal que x = |z| cos 8,
y = |z| sen 6 (esto se vio cuando se hablo de los niimeros complejos al principio del curso).
Demostracion.

eloglzl+iAre = _ ploglzlgifre = — 11 (cos Arg(z) +isen Arg(z)) = z.
Por otra parte, si €¥ = z entonces
eV = » — elog\zH—iArg z
con lo que, como hemos visto, existe k € Z tal que

w =log|z| +iArg z + 2kmi.

O

Definicién 3.16 Cada uno de los nimeros complejos log |z| + i Arg z + 2kmi, (k € Z)
se llamard un valor del logaritmo de z (z # 0). El valor correspondiente a k = 0 se llama
el valor principal y se denotard por Log z.

Definicién 3.17 Sean S un subconjunto de C (no necesariamente abierto) y una funcion
continua f de S en C\{0}.
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a) Se llama determinacion continua del logaritmo de f en S a cualquier funcion con-
tinua g : S — C tal que
9 = f(2)Vz € S.

b) Se llama determinacion continua del argumento de f en S a cualquier funciéon
continua 0 : S — R tal que

f(2) = |f(2)]e”® vz € 5.

Obsérvese que si g es una determinacion continua del logaritmo de f en S, entonces
Im g es una determinacién continua del argumento de f en S y que si 6 es una determina-
cion continua del argumento de f en S entonces z — log | f(2)|+i60(2) es una determinacion
continua del logaritmo en S.

Cuando f(z) = z se habla de determinaciones continuas del logaritmo en S.

En el conjunto C\{z = z+iy € C: = <0, y = 0} las funciones Log y Arg son
determinaciones continuas del logaritmo y del argumento respectivamente. Es suficiente
probar la continuidad de Arg en los puntos de la circunferencia unidad, excluido el —14-01,
que no esta en S. Téngase en cuenta que la aplicacion

zeC\{z=2+iyecC: <0, y:O}r—>|—Z|
z

es continua y que Arg(z) = Arg(@. Fijemos entonces un punto zo de la circunferencia
unidad distinto del —1 y escribamos 2, como zy = €' * notese que Arg z € (—m, 7).
Dado € > 0, que tomaremos bastante pequeno para que

- < Arg zp—e < Arg zp+e <.

Sea
K={e":—n<t<Arg z—c}U{e” : Arg 2o +e <t <7}

Este conjunto K es cerrado y €A% no pertenece a él, luego existe un 6 > 0 tal que
si|z| =1y |z — e %] < § entonces z ¢ K (Si un punto no estd en un cerrado, ese
punto no es adherente a ¢l). En consecuencia, para esos z se verifica que z = ¢4 * con
Arg z € (Argzo—e, Arg zo+¢), esto es, | Arg z — Arg o] < € lo que prueba la continuidad
en zo de la restriccion de Arga {z:|z| =1,z # (—1,0)}.

Estas funciones no son determinaciones continuas del Log y el Arg en C\{0} pues
no son continuas en los puntos de la forma (z,0) con z < 0. Obsérvese que esos puntos
tiene argumento principal igual a —m y los puntos de la forma (z, %) con r < 0, tienen
argumento principal proximo a 7.

Teorema 3.18 Cualesquiera dos determinaciones continuas del logaritmo de una funcion
f en un subconjunto conexo S se diferencian en un maltiplo entero de 27i.
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Demostracién. Sean g; v g¢o dos determinaciones continuas del logaritmo de f en S
(esto es, e9' = f y €92 = f). Entonces,

elor—92)(z) — q

para todo z € S, por lo que, para todo z € S existe k(z) € Z tal que (g1 —g2)(2) = 2mi-k(z).
Como g1 — g2 es una funciéon continua en un conjunto conexo que toma solo valores enteros
necesariamente es constante. Esto es, existe k € Z tal que g1 — go = 2mi-k. O

Teorema 3.19 Se verifica que la funcidn g(z) = Log z, valor principal del logaritmo, es
una funcion derivable en el conjunto abierto U = C\{z =z +iy € C: z <0, y = 0}.
Ademds ¢'(2) = X para cada z € U.

z

Demostracion. Para cada zy € U y para cada sucesion {z,} de puntos de U convergente
a zg, con z, # 2o, para todo n, probamos que existe el

o 9zn) = 9(z0)

n—oo Z’VL — ZO

y su valor es % Ahora bien, dado que la funcion z — e* es derivable en g(zo), g(z,) # g(20)

para todo n (si g(2,) = g(z) entonces z, = e9*7) = ¢9(0) = z; lo que no es posible) y g
es continua en z, se tiene que existe el

et — et
m ————————
n=00 g(zn) — g(20)

y su valor es e9(*0) que es distinto de 0. Esto nos da que existe el

lim 9(2n) — 9(20)

n—oo eg(zn) — 69(2'0)

11
y que Valem—%. O

Consideremos ahora la serie de potencias
e -1 n—1
> Uy

n
n=1

Tiene radio de convergencia 1 por lo que la funcion

= (1)

h(z) =Logz— Y ~——(z—1)", z€ D(1,1)

n
n=1
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es derivable en D(1,1) (n6tese que D(1,1) CC\{x e R: 2 <0}),y

B(z) = % - Z = n(z—1)"1=

—mzo VZED(L:[)

Esto implica que h es constante en D(1,1) y como h(1) = 0 resulta que h(z) = 0 para
todo z € D(1,1). De ello se deduce que

Log z = i (_1T>n_1(z —1)" Vze D(1,1).

n=1
Potencias de exponente complejo:

Para cada k € Z y para cada w € C definimos la funciéon pl’(z) = e®(Log+27ki) parg

z € C\{0}. En particular para k = 0 se tiene que p¥(z) = e“°82)  que suele denotarse
por z¥ y se le llama valor principal de la potencia w de z.

Si w = n entonces py'(z) = 2", para todo k € Z.
Si w = —n entonces p}(z) = 2~ ", para todo k € Z.
Si w = 1 entonces {p’(z) : k €Z} son 2 complejos distintos.

Se verifica que la funcién p}’ es derivable en el abierto
C\{z=2+4+iyeC: <0, y=0}
y su derivada (p¥)'(z) = wp} *(z) para cada z € C\{z =2 +iy € C: <0, y = 0}.

Nota 3.20 Puede ocurrir que (€%)” no coincida con e*”. Esto ocurre, por ejemplo, cuando
_ .5 o
Z=1i5T Yy w =1, pues

mientras que



Tema 4

Integracion de funciones complejas.
Teoria elemental de Cauchy.
Desigualdades de Cauchy y teorema de
Liouville

Definiciéon 4.1 Llamaremos curva en un subconjunto S de C a cualquier aplicacion
continua vy definida en un intervalo cerrado |a,b] de la recta real (a < b) que tome sus
valores en S. El conjunto v* = ~([a,b]) = {v(t) : t € [a,b]} se llama la traza de v. A
v(a) se le llama punto inicial de la curva y a v(b) punto final. Cuando v(a) = v(b) se
dice que la curva v es cerrada.

Se puede suponer que el intervalo en el que esta definida la curva « es el [0, 1], notese
que la aplicacion ¢ € [0,1] — ¢(t) = a + t(b — a) € [a, b] es biyectiva, continua, incluso es
de clase C*, lleva 0 en a, 1 en b, y su inversa s € [a,b] — =2 € [0, 1] tiene las mismas
propiedades.

Definicion 4.2 Llamaremos camino en un subconjunto S de C a toda curva v : [a,b] —
S de forma que exista una particion
{to=a,t1,ta, ...ty 1,0 =1,}

(a =ty <ty <ty <---<t,=0) dela,b] tal que para cada j = 1,...,n la restriccion de
al intervalo [t;—1,t;] sea de clase C' en ese intervalo.

Ejemplo 4.3 Sean zp € C y r > 0 fijos. Entonces
vt €[0,2n] = y(t) = 2o + re

es un camino en C, que no es otra cosa que la circunferencia (positivamente orientada)
de centro zy y radio r. Usaremos la notacion C(zg,r).

37
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Ejemplo 4.4 Se llama segmento de origen 2z, y extremo 2y al camino dado por
vt €[0,1) = (t) = 21 + t(z2 — 21).
Este segmento se denotara por L[z, 23] o por [z1, 23].

Ejemplo 4.5

]

1—t sitel0,1
1,2]

vztE[O,Q]HV(t):{ (t—1)i sitell,

es un camino en C. Obsérvese que v es continua en [0,2] pero no es derivable en el punto
1, aunque si lo son sus restricciones a [0,1] y [1,2], y ademds éstas son de clase C' en
esos intervalos.

Definicion 4.6 Se dice que dos caminos 7 : [a,b] = S y B : [¢,d] — S (S subconjunto de
C) son equivalentes si existe una funcion ¢ : [c,d] — [a,b] biyectiva, de C'en [c,d] tal que
¢ es distinta de 0 en todo punto y yop = . Si ¢ >0 en [c,d] diremos que ¢ conserva
la orientacion y si ¢’ < 0 en [c,d] diremos que ¢ invierte la orientacidn. Ndlese que si ¢’
es mayor que 0 en todo punto de [c,d]| entonces ¢ es creciente y asi p(c) = a y o(d) = b.
Si por el contrario ¢’ es menor que 0 en todo punto de [c,d] entonces p es decreciente y

asi p(c) =b y p(d) = a.

Con el objeto de definir el concepto de integral a lo largo de un camino recordamos
propiedades basicas de la integral de Riemann de una funcién continua definida en un
intervalo cerrado de la recta real. En primer lugar tenemos que definir qué se entiende
por fab h cuando h : [a,b] — C, pues bien, dado que h = u + iv, se define

b b b
/h::/u—l—i/v

cuando v y v sean Riemann integrables en [a,b]. Nuestra funcion h va a ser, casi siem-
pre, continua y por lo tanto u y v también lo seran y asi son Riemann integrables. Las
propiedades de esta integral que necesitaremos mas adelante y que se obtienen facilmente
aplicando las propiedades que se conocen para la integral de Riemann de funciones reales
con valores reales, son:

1. fab(h +k) = fabh + fab k, para cualesquiera h y k : [a, b] — C integrables.
2. fab A=\ f; h, para cualquier h : [a,b] — C integrable y \ € C.

3. Si h:la,b] — C es integrable en [a,b] v ¢ € (a,b), entonces h es integrable en [a, c|

y en [c,b] v se verifica que
b c b
[n=[ne [
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4. Si h: [a,b] — C es integrable en [a,b] y se define
t
H:telab— H(t) :/ h(x)dx

entonces H es continua en [a, b] y derivable en los puntos de ese intervalo en los que
la h sea continua. En cualquiera de esos puntos se verifica que H'(t) = h(t). Este es
uno de los teoremas fundamentales del calculo para funciones de una variable con
valores reales.

5. Si h:[a,b] — C es continua entonces tiene una primitiva en [a, b]. Basta considerar
la funcién

H:telab s H#t) = /t h(z)dz.

6. Si h: [a,b] — C es integrable en [a, b] y suponemos que h tiene una primitiva H en
la, b] entonces

é%:ﬂ@—ﬂ@

esta es la llamada Regla de Barrow, es otro de los teoremas fundamentales del calculo
de una variable.

7. Teorema de cambio de variable: Si ¢ es una funcion de clase C' entre dos intervalos
lc,d] y [a,b] y h es una funciéon continua en [a, b], entonces

©(d) d
| ntsyas - / B(o(t)(8)dt.

(c)

8. Sih=u+iv:|a,b] — Ces 1ntegrable en [a, b], entonces |h| es integrable en [a, b] y

i [

Esta ultima propiedad no se obtiene directamente de la correspondiente propiedad
1
para las componentes de h y vamos a demostrarla aqui: Dado que |h| = (u? + v?)2

se verifica que |h| es integrable en [a, b]. Si fab h = 0 lo que hay que probar es obvio.

Supongamos entonces que fabh # 0 y denotemos por 6 al argumento principal de
fab h. Entonces fabh = ’f:h e de donde se sigue que e=% ffh = ‘ffh‘ es real.

Entoncedl
b b )
/ hl = e / h = Re (we / h) = Re < / ezah)
’ b } b b "
— /Re (e—“’h)g/ |e_"9h|:/ |h|

!Téngase en cuenta que si una funcién sélo toma valores reales su integral no tiene parte imaginaria
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Definicién 4.7 Sean v un camino y f una funcion continua en su traza con valores en
C. Se define la integral de f a lo largo de v como

[1= [ ro0roa

Debe observarse que es posible que no tenga sentido hablar de +/(t) para algunos
puntos de [a, b], pero solo hay una cantidad finita de puntos de posible no derivabilidad.
La integral anterior debe entenderse, en tal caso, como

JRCIOHOIES Y RCORC

siendo {ty = a,ty,ta,....,tn_1,b = t,} una particion de [a,b] tal que Viit;_1;) €8 de clase

C!en [t;_1,t;]. Notese que por cada j = 1,...,n la funcion t € [t;_1,¢;] — f(v())7(2) es
continua y por lo tanto integrable. A veces se escribira f7 f(2)dz en lugar de f7 f.

Debemos fijarnos en que lo que realmente hacemos para calcular [ f son 2n integrales
de Riemann de funciones reales continuas en un intervalo de la recta real y luego sumar
sus valores.

Ejemplo 4.8 Sean f(z) =1 y~(t) = e", t € [0,27]. Entonces

1 27 1 ] 27
/—dz :/ —.tz'e”dt:/ i dt = 2mi.
y 7 0o € 0

(Ndtese que [ es continua en la traza de vy que es precisamente la circunferencia unidad).

Ejemplo 4.9 Sean f(z) =1y y(t) = z1 + (22 — z1); t € [0,1]. Entonces

1
/1dZ:/ (ZQ—Zl)dt:ZQ—Zl.
0% 0

Propiedades de la integral a lo largo de un camino:

1. Si~y:[a,b] = C es un camino, f y g son continuas en la traza de  con valores en

C y A € C entonces:
/(f+g) = /f+/g,
gl gl gl

/Y)\f = /\/Vf.
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2. Sip:[c,d] — [a,b] es una aplicacion biyectiva de clase C' con derivada mayor que
0 en todo punto de [¢,d] y 7y : [a,b] — C es un camino, entonces -y o ¢ es un camino

y
[o=1r

para toda funciéon f continua en la traza de ~y. Si la derivada de ¢ es menor que 0

/ / .
Yop o

Téngase en cuenta que en el caso en el que ¢’ > 0 en [c, d] entonces
d
[ 1= [ fortemnnopr
yop c
d

- / ((F 0 7)) (0lt) (1)t

c

w(d)
= [ e

w(c)
b
= fon(s)y/(s)ds

a

y

Si @' < 0 entonces p(c) =by p(d) = a que es lo que crea ese cambio de signo.

3. Siy: Ja,b] - C es un camino y definimos el camino opuesto v? : [a,b] — C
mediante la composicion de vy () = a + b —t, vP(t) = v o p(t). Entonces para
toda funcion continua f en la traza de v con valores en C se verifica que

[l

pues ¢'(t) = —1 < 0 para todo t € [a, b].

4. Sivy:[a,b] - Cy B :]c,d] — C son dos caminos, siendo v(b) = f(c), entonces se
define el camino v V  como la concatenacion o yuxtaposicion de v y S:

R0 sit € [a,b
(vvﬁ)(t)_{ g(t—b+c) sitebb+d—cl

Para toda f continua en la traza de vV 3 con valores en C, se verifica que

L=l lr
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5. Si v : [a,b] — C es un camino, g es una funcion de clase C' en un abierto que
contenga a la traza de v con valores en C. Entonces g o~ es un camino y para toda
funcion continua f en la traza de (g o) con valores en C se verifica que:

/ /og

En efecto, g o7 es de clase C! a trozos en [a, 8], y
[ 1= [ faerwraoryma
= [ restrwam e
- [Weaam o

a

= /W(f °g)g.

6. Sea 7y : [a,b] — C un camino y f una funcién continua en la traza de v con valores
en C. Entonces

/Wf‘ < sup{|f(2)| : z € v([a, b]) }- /ab I/ (£)]dt.

fi-

b
< / sup{[f(2)| : 2 € 7([a, b]) } |/ (2)|dt

a

En efecto,

dt} /\f D (6)lde <

= sup{[f(2)] : 2 € ([ B} / (8.

7. El valor de f |7/ (t)|dt se llama la longitud del camino v y se denota por long(7).
Se puede dar la definiciéon de longitud de un camino como se hace en calculo in-
tegral, usando longitudes de poligonales, y luego demostrar que ambas definiciones
coinciden.

Nota 4.10 No es cierto, en general, que ’fvf’ < fv |f|. Basta considerar el camino
v(t) =it; t € [0,1] y la funcion f(z) =1 para todo z en C. En este caso

1
/|f|:/ 1idt = 4,
¥ 0

que no puede compararse con )f,y f’ (cuyo valor es 1). También se puede observar con este

ejemplo que, en general, Re fv f# fv Re f.



4. Integracién de funciones complejas 43

Teorema 4.11 Si v : [a,b] — C es un camino y {f.} es una sucesion de funciones
continuas en la traza de vy con valores en C que converge uniformemente a una funcion
f en vy([a,b]), entonces existe lim f7 fn y se verifica

n—oo

lim [ f,= / f.
Demostracion. Dado € > 0 sea v € N tal que para todo n > v

€
< -
long(y) + 1

ﬂ”?ﬂﬂ: Am—ﬁ‘

< sup{[fu(z) = f(2)| - 2 € 7([a, b)) Hong(y) < e

|[fn(2) = f(2)] , Vz €7/([a,b]).

Entonces

OJ

Corolario 4.12 Si v : [a,b] — C es un camino y {f,} es una sucesion de funciones
continuas en la traza de v con valores en C tal que Y f, converge uniformemente a una
funcion f en v([a,b]), entonces la serie Y-, fw fn converge y se verifica

WEOTSE

En efecto, sabemos que la sucesion de funciones s, = f1+ fo+---+ f. converge unifor-
memente a una funcion [ en el conjunto vy([a, b)), luego por el teorema anterior lim fv Sp =

n—oo
fv f. Ademds

lim sn:lim/(f1+f2+-~-+fn):limZ/kaZ/fk-
n—oo [, n—00 ~ n—00 =17 k=17

Teorema 4.13 (Regla de Barrow) Sea 7 : [a,0] — C wun camino, f una funcion
continua en y([a,b]) con valores en C y supongamos que la funcion f tiene una primitiva
F' entonces se verifica que

AleFZFW@%%Mw»

Sty es un camino cerrado esa integral es 0.
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Demostracion.
[F = [ Paoyaa= [ ey
— Fory(b) - Forla)
F(y(0)) = F(v(a)).
Si v es cerrado, v(b) = v(a) y por lo tanto, f7 F'=0. O

Corolario 4.14 Sea zy € C. Para todo k € Z, k # —1, y todo camino cerrado v en
C\{z0}, se verifica que:
/(z — z)*dz = 0.
”

Basta observar que dado k € Z, k # —1, la funcion

(Z _ ZO)k—i—l

FG) ===

estd en las condiciones del teorema y que F'(z) = (2 — 20)*. Sin embargo, si k = —1 eso

puede no ser cierto, esto ocurre si, por ejemplo, v es una circunferencia C(zy,r) de centro
en un punto zo € C y radio r > 0, en este caso se verifica que

1
/ dz = 2.
C(zo0,7) £ =20

En el siguiente teorema se obtienen las propiedades de las funciones definidas mediante
integracion en un camino. En C? consideramos la distancia

d((21,22), (21, 2)]) = Vo1 — 212 + |22 — 252,

21 =T + Y1, 20 = Ty + 1Y, 2] = Ty + 1y, 25 = ) + 1yh, que es la distancia euclidea en
4 / / / /
R* de los puntos (x1, 41, %2, y2) v (2], Y1, 5, yh).

Teorema 4.15 (Regla de Leibniz de derivacion bajo la integral) Sean U un abier-
to de C, v un camino en C y ¢ : U x v* C C* = C una funcion continua, entonces la
funcion
1) = [eeuides zev
gl

es continua en U. Ademds, si para todo punto (z,w) € U x v* existe g—f(z,w) y la funcion

(z,w) €U X v* +— g—f(z,w)
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es continua, entonces f es holomorfa en U y

dp

f'(z) = /g(z,w)dw VzeU.

Demostraciéon. Sean 2y € U, r > 0 tal que D(z,7) C U y sea {z,} una sucesion de
puntos de U tal que z, — zy. Veamos como f(z,) — f(20). En efecto,

[f(2n) = f(20)] =

/ (o 0) — (20, w))duw| <

gl
Sup [ip(2n, w) = (20, w)llong (7).
wey*
Como ¢ es continua en U X 7", es uniformemente continua en D(zy,7) x~* por lo que, dado
e > Oexiste § € (0,7) tal que para todo (z,w), (2/,w") € D(zp,r)xv*, d((z,w), (2,w")) < o

se verifica que
€

z,w) — (2 v < —————
p(z,w) — (2, w')| long(7) + 1
y, en consecuencia, existe v € N, tal que

VneN, n>v= |z, — 2| =d((zn,w), (20, w)) < 6.

Asi

| f(zn) = f(20)] < Wlong(v) <e Vn>v.

Veamos la segunda afirmacion del teorema.
Dado 2z € U sea r > 0 tal que D(z9,7) C U. Para cualquier h € C, h # 0, (de modulo
menor o igual que r para que [zo, 2o + h] C D(2o,7)) se verifica que

w+h) - 0
fan £ h) = 1) —La—f(zo,w)dw
(def. de ) /7 {g&(za + h,w}i— ©(20, ) _ Z_j(zo,w)l dw

. de barrow 1
(R de Barrow) /— [/ %(z,w)dz —/ %(zo,w)dz] dw
v P L e z040) 02 [20,20+h] 0%

1 Op Do ) }
= — —(z,w) — =—(20,w) ) dz| dw.
/Yh |:/[Zo,zo+h} (az( ) aZ( ’ )

Como %‘f es continua en U x v([a, b]), es uniformemente continua en D(zg,7) x v([a,b]) ¥

por lo tanto, para todo € > 0, existe § € (0,7) tal que si |z — 29| < J y w € ¥([a,b]) se

verifica que
€

Oy £t
long(y) +1

Dy
5(2710) - E(zo,w)‘
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y entonces,
[0+ h) = f(z0) 8—¢(2 w)duw
h 4 02 ’
1 Op Op
< —sup { / (—(z,w) - —(zo,w)> dz }
’h’wey* [20,20+h] 0z 0z
1 Oy dp
< — sup {—(2721))——(2,71})‘}-
Al (zw)eD(z0,0)x1([at]) L| 0% 0z
long([20, 20 + h])-long(y)
€ 1
R | N Py |
lo que da el resultado. O

Usando este resultado podemos mejorar el corolario anterior demostrando que

1
/ dw = 271
C(zo0,r) w—==z

para todo z € D(zg, ). En efecto, la funcion

1

w—z

v (z,w) € (C\C(z0,7)) X C(20,7) = @(z,w) =

es continua y tiene derivada parcial respecto a z en todo punto y ésta es

Esto nos da que la funciéon

es derivable en cada punto z € D(zg,7) vy

iy 1
f (Z) B /C(zo,r) (w - Z>2dw

pero, dado que fijado z € D(zg,r) la funcion w € C(zp,r) — ( L _ tiene una primitiva,

w—2z)
luego, como se ha visto que
1
[ ——
C(ZQ,T‘) (w - Z)

esto implica que f es constante en D(zp, ), y como f(zg) = 2mi se tiene lo que querfa.
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Teorema 4.16 (Teorema integral de Cauchy-Goursat para un triangulo) Sean U
un abierto de C, p un punto de U y f una funcion continua en U y holomorfa en U\{p.
Entonces para todo tridngulo A contenido en U se verifica que

f=0.
oA
donde OA, que es la frontera de A, es el camino formado por la yuztaposicion de los lados
de A. No importa cual sea la orientacion de este camino.

Nota 4.17 Para obtener este resultado Cauchy exigia que la funcion [ tuviese derivada
continua, pues él utilizaba el teorema de Green para su demostracion (véase el Apéndice
I), posteriormente Goursal vio que lo mismo podia demostrarse sin suponer la continuidad
de ', por medio de la elegante prueba que damos a continuacion.

Demostraciéon. Denotemos por a, by c los vértices de A. Su frontera es el camino deter-
minado por los segmentos [a, b], [b,c] y [¢,a]. Supongamos, por un momento, que p ¢ A
(ni a los lados ni a su interior).
Las paralelas medias a los lados de A determinan tridngulos A!, A%, A3 A* de vértices
LU bd et adls dl b siendo o b, ¢ los puntos medios de los lados b, c], [c,al

a
y la,b] respectlvamente y cuyas fronteras estan determinadas por los segmentos |a, /],
[ ], [V, al; [b,d], [d, ], [¢,b]; [e, ], [V, d'], [, c]y [, V], [b,c]y [¢,a] respectivamente.

Es claro que se verifica que:
4
f= f

y entonces para alguno de los tridangulos A7, que denotaremos por A; (puede haber varios,
en ese caso elegimos cualquiera de ellos), debe verificarse que

e

[
A

0N

pues de lo contrario

|-l [
lo que es absurdo.
Si repetimos ahora el argumento anterior para A; obtenemos un tridngulo A, tal que

1

MR

8AJ

2
Ao

fo =

Sy

Reiterando este proceso obtenemos una sucesion de triangulos {A, }22; tal que:

**Se vera mas adelante que las funciones continuas en U y holomorfas en U\ {p} son también derivables
en p, esto es, holomorfas en U
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1. ADA; DAy D ---

2 | fos £1 < | fos, £
3. long(0A,) = 5=long(dA).

Los triangulos A,, son compactos y entonces NA,, # (). En efecto, si NA,, = ¢ entonces
UAS = (NA,)¢ = ¢° = C, con lo que A; esta contenido en la uniéon de abiertos UAS. Al
ser A1 compacto existen n; < no < --- < ng € N tales que Ay C U?ZlA%j = A;k, lo que
es absurdo, pues Ay D A, . Sea z; un punto de esa interseccion (de hecho no hay mas
que un punto en esa interseccion). Dado que p € A, zg # p, con lo que f es derivable en

Zo y por lo tanto
Ve>036>0/|f(2)— f(z0) — f'(20)(z — 20)| < €lz — 2|

para todo z € U, |z — 2| < J. Como la sucesion {long(0A,,)} converge a cero, dado § > 0
existe un ng € N tal que para todo n > ng se verifica que long(0A,) < ¢ y por tanto
|z — 29| < § para todo z € A,, de donde se sigue, usando en la primera igualdad el
corolario que para todo n > ng:

/Mn f /M"(f(Z) — f(20) = f'(20)(2 — 20))dz

< sup |f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| long(0A,)
< esup |z — zo|long(0A,)
z€A,

< ¢e(long(0A,))* = 54%(long(8A))2.

RS
N

La arbitrariedad de € nos da que necesariamente faA f=0.

Supongamos ahora que p € A. Distinguimos tres casos:

i) p es un vértice de A. Supongamos que p = a. Como f es continua en A, existe
M > 0 tal que

En consecuencia

1 2
pre /{Mn f' < 54—n(l0ng(8A))

lo que nos da que

< g(long(0A))%.

|f(2)] < M paratodo z € A.

Consideremos puntos =, y € D(a,r) con x # a en el lado [a,b] e y # a en el lado [c, al.
Denotemos por Al —al tridngulo de vértices a,x,y, por A2, al de vértices x,b,y, y por

w7y x?y
A3, al de vértices b, ¢, y. Dado que p (= a) no esta ni en A2 nien A3 sabemos, por lo

ya demostrado, que
/ f= / f=0
A2, 1IN
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/{m I= /aa;w J
!

Dada la arbitrariedad de x e y en las condiciones indicadas, resulta que faA f=0.

y entonces

Ahora bien,
< M-long(9A ).

i1) Si p esté en un lado de A, considerando el segmento que determinan p y el vértice
de A que no esté en el lado en el que estad p, obtenemos dos triangulos (cuyos lados se
consideran recorridos en el sentido adecuado) que se encuentran en las condiciones de (i)
y entonces la integral de f en la frontera de esos tridngulos es 0 con lo que fA f=0.

i11) Si p esta en el interior de A, considerando los tres tridngulos que determinan p y
los vértices de A (cuyos lados se consideran recorridos en el sentido adecuado) tenemos,
por lo anterior que en cada uno de ellos la integral es 0 y por lo tanto fA f=0. 0]

Probamos ahora un resultado en el que se basara la prueba del teorema central de la
teoria de funciones de variable compleja, el llamado Teorema Integral de Cauchy local.

Recordamos que un subconjunto S C C se dice convexo si para todo par de puntos
z, w € S el segmento que los une, [z, w], esta contenido en S.

Teorema 4.18 (existencia de primitivas en abiertos convexos) Sean U un abier-
to convezo de C,p e U y f € C(U)NH(U\{p}). Entonces existe F € H(U) tal que F' = f
en U.

Demostraciéon. Fijemos un punto z* en U y consideremos la funcion
F:zeU— F(z2)= f(w)dw.
[2*,2]

Veamos como esta funcion F' satisface las condiciones del teorema. Para ello sea zy un
punto arbitrario de U, dado un punto z € U, z # z, el triéngulo@ A de vértices z*, z
y zo estd contenido en U (pues éste es convexo). El teorema integral de Cauchy para el
tridngulo nos da que [, f = 0. Esto es,

[ o] avf im0
[z*,2] (2,20] [z0,2*]

F(2) = F(z) _ o/

Z— 20 Z— 20

En consecuencia

kK . , . . . .
Si los puntos z*, z y 2o estén alineados lo que sigue es inmediato.
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y por lo tanto

M — flz)| = f[Zo,z] f= f[zo,z] f(#0)
[ fn () = o)
a |z — o] '

Dado § > 0 sea ¢ > 0 tal que
|f(w) — f(20)] < g para todo w € D(zp,9),

entonces, para z € D(2g,0), 2z # 2o,

F(z) = F(z) _ feo)| < sup{|.f(w) — f(z0)| : w € [z0, 2]} |2 — 20

z— 2y - |z — zo|

<€

lo que nos da que F' es derivable en zy y que F'(zy) = f(z0). O

Nota 4.19 Observamos que en la demostracion del teorema anterior sélo se ha utilizado
el hecho de que el abierto U es convero, f € C(U) y que la integral de f a lo largo de
la frontera de cualquier triangulo en U es 0 (en el teorema de Morera, que daremos mds
adelante, lo utilizaremos asi).

Nota 4.20 Observamos también que la demostracion del teorema anterior es vdlida si se
trata de un abierto estrellado (existe z* € U tal que [z,z*] C U para todo z € U) y lo
mismo sucede con el teorema que sigue:

Teorema 4.21 (version local del teorema integral de Cauchy) Sean U un abierto
convezo, p un punto de U y f una funcion continua en U y holomorfa en U\{p}. Entonces
f7 f =0 para todo camino cerrado v en U.

Demostraciéon. Como estamos en las hipotesis del teorema anterior existe F' € H(U) tal
que F' = f en U, se sigue del Teorema [4.13] (regla de Barrow) que

fo-fre

cualquiera que sea el camino cerrado v en U. 0

Nota 4.22 El término local que aparece en el teorema anterior se justifica de la siguiente
manera. Dado cualquier abierto U de C y cualquier punto zy de él, el teorema se verifica
para todos los caminos cerrados de un disco centrado en zy, de hecho para todos los ca-
minos cerrados del mayor disco centrado en zy contenido en U. Ndtese que los discos son
CONVETOS.
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Nota 4.23 El anterior teorema es central en la teoria de funciones de variable compleja,
practicamente todos los resultados que se obtendrdn a partir de aqui lo utilizan.

Nota 4.24 En lo que sigue denotaremos por d,, a la distancia del punto zo, perteneciente
a un abierto U de C, al complementario de U, esto es

0, = dist(z0, C\U) = inf{|lz0 — 2| : z € C\U},

en el caso de U = C, 0,, = 00. Asi, para cada z € C\U se verifica, por definicion de
infimo, que 0., < |29 — z| y por tanto D(zy,6,,) C U.

Teorema 4.25 (férmula integral de Cauchy para circunferencias) Sean U un con-
Junto abierto de C, f € H(U) y D(zy,r) un disco cerrado contenido en U. Entonces,

1 flw
fe) =g [ I

20 Jo(zmy W — 2

dw  para todo z € D(zg,7).

C(zo,7) denota la circunferencia de centro zy y radio r parametrizada por la aplicacion
continua t € [0, 27 — 29 + re’.

Demostraciéon. Dado z € D(z,r) consideremos la funcion

fw)—f=)

SRS siw # 2
gwy=1 e T07

f'(2) siw = z.

Esta funcion es continua en U y derivable en U\{z}. Del anterior teorema integral de
Cauchy aplicado al disco de centro zy y radio r (que esta contenido en U), deducimos que

| st =o
C(zo,r)

con lo que

de donde se sigue que

1
f(z)/ dw :/ f(w) dw
C(zo0,7) w—2z C(z0,r) w—==z

Ahora bien, se ha demostrado después de la Regla de Leibniz que

1
/ dw = 271
C(zo0,r) w—==z

para todo z € D(zg,7), lo que nos da el resultado. O

Con ayuda de este teorema podremos obtener los demés resultados del curso. Empe-
zamos viendo que las funciones holomorfas son analiticas, esto es, se pueden expresar, en
un entorno de cada punto como una serie de potencias centrada en ese punto.



52

Teorema 4.26 (analiticidad de las funciones holomorfas) Toda funcion holomorfa
en un abierto U es analitica en él. Ademds para cada zo € U la serie de Taylor de f en

ese punto converge a f (puntualmente) en el mayor disco abierto de centro zy contenido
en U.

Demostraciéon. Dado zy € U denotemos, como antes, por d,, la distancia de zy a OU. Si
U = C, tomamos 0,, = co. Por cada r € (0,9,,) denotemos por C(zy,r) la circunferencia
definida por (t) = zo + re'; t € [0, 27].

En virtud de la formula integral de Cauchy

Z:L de
1) ./(

2T Jo(zom) W — 2
para todo z € D(zp,r). Ahora bien, para cualquier z € D(zy,r) vy w € C(zp,7) se tiene

f) I ) 5 (o)

n=0

_ lz—20|
'

Sw) _ f(w) f)(:)

n=0

zZ—20
w—2z0

Weierstrass nos da que

Como ademaés

< 1 para todo w € C(zg,r), el criterio mayorante de

de modo uniforme en C(zg, ), pues f estd acotada en ese compacto, con lo que se puede
intercambiar el orden entre la integral y la suma,
1 w
fo) = L fw) .

2T Jo(zpyy W — 2
1

Z — ZO
211 C(zo0,r) - Zo n+1

Hemos obtenido asi un desarrollo de Taylor para f en torno a zy que converge a f en los
puntos z € D(zg,r). La arbitrariedad de r en (0, 4,,) nos da el resultado. O

Corolario 4.27 (férmulas integrales de Cauchy para las derivadas) FEn las hipdtesis
y notaciones del teorema se tiene que:

Loy = L fw .,
n!f (20) '/(zor)( -

27i w — zo)" !

Obsérvese que el valor de fc(zo " %dw no depende del r con tal de que sea menor

que 0, .
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Obtenemos ahora un teorema que es, en cierto modo, reciproco del teorema de Cauchy
para el triAngulo que obtuvimos en el tema anterior:

Teorema 4.28 (de Morera) Si U es un abierto de C, f € C(U) y se verifica que
faA f =0 para todo tridngulo A en U, entonces f € H(U).

Demostracion. Consideremos un abierto convexo V' C U. Teniendo en cuenta la nota
que se hizo al final de la demostracion del teorema de existencia de primitivas en abiertos
convexos resulta que existe F' € H(V) verificando que F’ = f en V. Ahora bien, F, por
ser holomorfa en V' es de clase C*™ en él, por lo tanto f también lo es, luego es holomorfa

en V. Dado que U puede ponerse como unién de abiertos convexos tenemos el resultado.
O

Corolario 4.29 Sean U un abierto de C, p € U y f € C(U) N H(U\{p}). Entonces
feHU).

Téngase en cuenta que con esas hipotesis sobre f el teorema de Cauchy para el tridn-
gulo demuestra que faA f =0 para todo triangulo A en U.

Corolario 4.30 Si {f,} es una sucesion de funciones holomorfas en un abierto U que
converge uniformemente en los compactos de U a una funcion f : U — C, entonces

feHU).

Demostraciéon. Veamos primero como f es continua. Sean zy € U y {2} una sucesion
convergente a zg. Entonces, para cualesquiera k,n € N,

[f(zk) = (o)l < [f(zk) = fulzi) |+ [fn(zk) = ful20)] + | fn(20) = f(20)]-

Como {z;} U{z} es un compacto de U y f,, — f uniformemente en él, el primer y el
tercer sumando son menores que un £ > 0 prefijado, para cualquier k, siempre que n sea
suficientemente grande. Fijemos un tal n y denotémoslo por ng, la continuidad de f,,, nos
garantiza la existencia de un v € N tal que |fy,(2x) — fn,(20)| es también menor que £
para todo k > v, con lo que |f(zx) — f(20)| < € para todo k > v.

Veamos ahora como f es holomorfa en U. Para ello consideremos un tridngulo A en U,

como A es compacto y f, — f uniformemente en ¢l (en particular lo hace en su frontera)

se tiene que
| =t [ g0
n—oo

el resultado se sigue entonces del teorema de Morera teniendo en cuenta que cada f, es
holomorfa en U y por lo tanto [, fn = 0. O

Vamos a volver ahora a la férmula integral de Cauchy, méas concretamente a esa formula
para las derivadas sucesivas. Obtendremos a partir de ellas dos interesantes, y sorpren-
dentes, resultados sobre las funciones holomorfas.
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Teorema 4.31 (desigualdades de Cauchy) Sea f € H(U) y sean zp € U yr > 0
tales que D(zp,7) C U. Entonces

1 1
p} ‘f”)(zo)} < T—nsup{\f(w)| C|w— 2| =7} para todon =0,1,2...

Obsérvese que obtenemos una acotacion de los mddulos de las derivadas sucesivas de f
en 2y en términos de los valores de f en la circunferencia de centro zo y radio r.

Demostraciéon. Sabemos que

n) 1 f(w) w
) = /C( S,

omi ) (0 —2p)m

por lo que

1
/ flw) .
2mi C(zo,7) (w_ZO)n+l

- isup{‘ f(w) :wEC(zO,r)}long(C(zo,r))

27 (w — zo)t!
[f(w)] .
= %sup {W cw € Czo,1) p 271

= swp{If ()] o — o] =1}

O

Nota 4.32 FEstas desiqualdades son las mejores posibles vdlidas para todas las funciones
holomorfas en U, téngase en cuenta que si fijado n € N tomamos f(z) = 2" yr =1
entonces se da la igualdad:

1 n
—1f (0)] =1 =sup{|f(2)] : [z = 1}.
Definicion 4.33 Se llamard funcion entera a toda funcion holomorfa en todo C.

Teorema 4.34 (de Liouville) Toda funcidn entera y acotada es constante.

Demostracion. Sea M > 0 tal que |[f(z)] < M para todo z € C. Se sigue de las
desigualdades de Cauchy que

M
‘f") )’ — paratodon=20,1,2...y r > 0.
n! rm
Entonces, para todo n = 1,2... resulta que f™(0) = 0, luego, dado que para todo z € C

se verifica que
o

f) =3 0"

n=0
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resulta que f(z) = f(0) en todo punto de C, por lo tanto f es la constante f(0) en todo
C. O

Obsérvese que a la vista de este teorema, las funciones sen y cos, que son holomorfas
en todo C, no son acotadas (mientras que en el caso real si), pues de serlo serian constantes
y no lo son.

Una consecuencia relevante del teorema de Liouville es el llamado Teorema Funda-
mental del Algebra o Teorema de Gauss.

Teorema 4.35 (de Gauss) Todo polinomio complejo de grado n, siendo n mayor o igual
que 1, tiene n raices complejas.

Demostraciéon. Sea
p(2) = a2 + ap 12"+ a2+ ag

conn >1ya, #0. Dado que

existe rog > 0 tal que
p(z)
ZTZ

1 :
> §|an| si |z| > .

Si suponemos que p(z) # 0 para todo z € C, entonces % es una funciéon entera y

’PSZ)

Por otra parte, al ser % continua, es acotada en el compacto D(0,7,) y por lo tanto existe
M > 0 tal que

2 2

<
|anll2"| " lan]rg

si |z] > ro.

1

p(2)
Resumiendo, Il? es acotada, y al ser entera debe ser constante (teorema de Liouville), pero
claro, entonces p es también constante, lo que es absurdo pues p es un polinomio de grado
mayor o igual que 1.

Resulta pues que existe z; € C tal que p(z1) = 0. Sin > 1y dividimos p(z) por (z —z)
obtenemos un polinomio p; de grado n — 1 tal que

< M si |z < .

p(z) = (2 — 21)p1(2).

Aplicando el argumento anterior (si n — 1 > 1), p; deber tener una raiz zy, que también
lo es de p, repitiendo este proceso obtenemos n raices para p. O

Para sucesiones {f,,} de funciones derivables de variable real no se puede garantizar
que si f, — f, entonces f/ — f’, aunque la convergencia sea uniforme en R; por ejemplo,
si se considera la sucesion { f,,} definida en R por f,(x) = % En el caso complejo se
puede obtener la convergencia de las derivadas a partir de la convergencia de las funciones.
Esto es lo que demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 4.36 (de Weierstrass) Si {f.} es una sucesion de funciones holomorfas en
U que converge uniformemente a una funcion f en los compactos de U, entonces para
todo k = 1,2, ... se tiene que f,]f) — %) uniformemente en los compactos de U.

Demostraciéon. Sea K un compacto de U y sea r > 0 tal que
L=K+D0Or)={v=z+w:2z€ K,we D(0,r)} CU.

Entonces el conjunto L es un también compacto y D(z,7) C U para todo z € K. Fijemos
k = 1,2... y apliquemos las desigualdades de Cauchy a f,’f) — f® en D(z,r), obtenemos
que

‘(f:) - fk)) (Z)} < f—,isup{\(fn — f)(v)| :v e L} paratodo z € K.

Como f, — f uniformemente en L tenemos que f,]f) — f* uniformemente en K. OJ



Tema 5

La funcion indice. El teorema global de
Cauchy. Conexion simple

Definicién 5.1 Sea v : [a,b] — C un camino cerrado y sea zo € C\y*. Se llama indice

de zy respecto de v a
1 1

2 ), w — Zo

dw.

Se representard por Ind.(z).

Intuitivamente, el indice de un punto respecto a un camino representa el “ntimero de
vueltas” que da el camino alrededor del punto. Esto puede verse en el Apéndice I de este
Manual.

Ejemplo 5.2 Sea v : [0,27] — C definida por v(t) = zo + re®, siendo 2o € C yr > 0
fijos, resulta que
Ind, (%) = 1.

Teorema 5.3 Sea v : [a,b] — C un camino cerrado. La aplicacion
z € C\Y* = Ind,(2)

tiene las siguientes propiedades

1. Es continua.

2. Sdlo toma wvalores enteros y por lo tanto es constante en cada componente conexa
de C\~*.

3. FEs idénticamente nula en la componente conexa no acotada.

Demostracion. 1. Basta observar que

, 1 1
Ind,(z) —/ dw
gl

271 w—z
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y que la aplicacién
1

—Z

(z,0) € (V1) x 7" = —

es continua en (C\y*) x v*) y aplicar la Regla de Leibniz

2. Fijemos z y definamos una funcion h(z) = fam T dt, x € [a, b]. Se verifica que h
es continua en [a, b] y derivable en [a, b] salvo quiza en un numero finito de puntos. Ademas
la funcién (y(t) — z)e " es también continua en [a, b] y derivable en [a, b] salvo quiz4 en
un namero finito de puntos y su derivada es cero. Luego es constante en [a, b] y entonces la
funcion (y(t) — zo)e ™ toma el mismo valor en a y en b, lo que nos da que e™@ = ¢=h()

pues y(a) — zo = v(b) — 2o # 0. Como h(a) = [ e ) ~dl = 0 se tiene que existe k entero

tal que h(b) = 2kmi y por lo tanto el resultado. Indw(z) es siempre un namero entero, y
como esta aplicacion es continua, debe ser constante en cada componente conexa de su
dominio.

3. Dado que 7* es un conjunto compacto existe R > 0 tal que v* C D(0, R). Sea 2y un
complejo de modulo mayor que R. La funcién

1

w — 2y

we D0, R,) —

es holomorfa en el abierto convexo D(0, R), luego por el teorema de Cauchy para abiertos

convexos 1
dw = 0.
y w — 2y

Dado que Ind es constante en la componente conexa no acotada de C\~*, vale 0 en todos
los puntos de ella. O

Podemos ya dar una version un poco mas general de la formula integral de Cauchy
local, valida para caminos cerrados, no necesariamente circunferencias:

Teorema 5.4 (formula integral de Cauchy para caminos cerrados) Para todo sub-
conjunto abierto y convexo U de C y toda f € H(U) se verifica que

F(2)-Indy (= sz .,

para todo camino cerrado vy en U cualquiera que sea z € U\~*.

La demostracion es la misma que la del correspondiente teorema para circunferencias
(Teorema , teniendo en cuenta que - f7 dw, que en el caso de que v sea una

21 w—z
circunferencia y z esté “dentro” de ella es 1 (téngase en cuenta que el indice del centro de

la circunferencia es 1y el indice es constante en el disco), ahora es el Ind,(z).

En el tema anterior hemos obtenido un teorema integral de Cauchy valido para abiertos
convexos y, como ya indicamos, para un entorno (convexo) de cualquier punto de un
abierto arbitrario. Vamos a dar ahora una version mucho méas general de ese teorema.
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Definicién 5.5 Se llama ciclo a cualquier conjunto finito de caminos cerrados. Se dice
que un ciclo I' = {7y, ...,7,} estd contenido en un abierto U de C si v} estd contenido
en U para todo j = 1,...,n. Para un ciclo I' = {~,,...,7,} representaremos por I'* a la

Uio175

Definicién 5.6 Dados un ciclo T' = {~v,,...,7,} y una funcion continua en I'* se define

fr f= Z?Zl fv- f. Dado un punto zy de C tal que 2o & I'* se define el indice de zy respecto
J

de I' como

, 1 1 =< .
Indr(2) = %/Fw_zodw = Z]nd%,(zo).

=1

Definicién 5.7 Se dice que un ciclo I' en U es homdlogo a 0 en U si se verifica que
Indr(z) = 0 para todo z € C\U. Si I' es homdlogo a 0 en U se escribe I' ~ 0(U).

Si U es un abierto convexo entonces se verifica que todo ciclo en U es homélogo a
cero en U, pues para cada camino cerrado vy en U y para cada z € C\U el Ind,(z) =
% L dw = 0. En efecto, por ser f(w) = —— una funcién holomorfa en el abierto

T Y w—=z A w—=z .
convexo U, se puede aplicar el teorema de Cauchy para abiertos convexos que afirma que

f7 f=0. También si U = C\{0} y I' = {v4,7,} son dos circunferencias con centro 0 con

orientaciones opuestas se verifica que I' ~ 0(U).

Lema 5.8 Sea f: U — C una funcion holomorfa en el abierto U y definimos:

g:(z,w)EUxUHg(z,w)—{ w— siw# 2

fw)—f(2)
2) stw=z.

Entonces g es continua en U x U.

Demostracion. Esta funcion es continua, desde luego, en los puntos de la forma (z,w)
con z # w. Consideremos ahora un punto de la forma (2, zp). Dado € > 0 sea 6 > 0 tal
que D(z0,0) CU y |f'(v) — f'(20)] < € para todo v € D(zp,0) (ndtese que f’ es continua
en U), entonces para z y w € D(29,0), w # z, se tiene que [z, w] C D(zy,9) y

lg(w, 2) — g(20,20)] = w — #(z0)
"(v)dv
- f[;}# ~ f/(z0)
e (F0) = f(z0))dv

< sup [f'(v) = f(20)] <.

vE[z,w]
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En los puntos z y w € D(z,d), con w = z, se tiene también que

|g(z,w) - 9(307 ZO)‘ = |f/(2') - f/(ZQ)’ < €.

O

Lema 5.9 Sean f : U — C una funcion holomorfa en un abierto U, g la funcion del
lema anterior y I' un ciclo en U. Entonces la funcion

es holomorfa en U.

Demostracién. Observamos antes de nada que al ser g continua en U XU, loes en U xI'*
y por tanto h es continua en U. Para ver que h es holomorfa en U utilizaremos el teorema
de Morera, que nos dice que si una funciéon h es continua en U y se verifica que faA h=0
para todo tridngulo A C U, entonces h es holomorfa en U. Sea pues A C U,

/8A h(z)dz = /8A (/Fg(z,w)dw) dz = /F (/aA g(z,w)dz) dw

(se usa el teorema de Fubini pasando a integrales en intervalos de la recta real). Fijado
wo € IT'* la aplicacion z € U +— g(z,wyp) es continua en U y holomorfa en U\{wy}, luego
Jon 9(z,wo)dz = 0 (teorema integral de Cauchy para el tridngulo), con lo que f[,, h = 0.
O]

Lema 5.10 Sean f : U — C una funcion continua en el abierto U y I un ciclo en U.

Entonces la funcion
h*(z):/ UG
r z

w —

es holomorfa en C\I'*.

Demostracién. Consideremos la funcion

f(w)

w—z

(z,w) € (C\I'") x I'".

90(277“0) =

Esta funcion es continua, %(z, w) = (u{(—i))? y la funcién

(z,w) € (C\I') x ' — Z—f(z,w)

es continua, luego por el teorema de Leibniz de derivacion bajo el signo integral (aplicado
a cada uno de los caminos de I') se verifica que h* es holomorfa en el abierto C\I'*. [
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Teorema 5.11 (version global de la formula integral de Cauchy) Sean U un abier-
to de C, T" un ciclo tal que I' ~ O(U) y f una funcion holomorfa en U. Entonces, para
todo z € U\I'* se verifica que:

flw
f(@)ndr(z 27rz/ —z '

Demostracion. Si U = C entonces U convexo y el resultado se obtiene aplicando el
teorema mas general de la formula integral de Cauchy para abiertos convexos a cada
camino cerrado y se suma. Supondremos entonces que U # C.

Sea V = {z € C\I'* : Indp(z) = 0}. Se verifica que V no es vacio y es un conjunto
abierto; pues si zg € V, al ser C\I'* abierto, existe r > 0 tal que D(z,r) C C\I'*. Como
D(zo,7) es conexo y la aplicacion indice es constante en cada componente conexa de
C\I'* tenemos que Indp(z) = Indr(z) = 0 para todo z € D(z,r), esto es, D(z,7) esté
contenido en V. Por otra parte, como I ~ 0(U), resulta que C\U C V, lo que nos da que

= (C\U)UU C VUU (de hecho son iguales).

Como ademas CNV # 0y CNU # () la conexion de C nos da que U NV # (). Definimos
ahora otra funcion auxiliar, que denotaremos por H:
h(z) = [p9(z,w)dw sizeU
H:2eCw—H(z)=
he(2) = [ A% sizeV
donde g es la funcién considerada en los lemas anteriores. Veamos como H estd bien

definida en C. Para ello veamos coémo las funciones h y h* coinciden en VNU. En efecto,
para todo z € VNU se tiene que Indr(z) = 0 por lo que |, ﬁdw = (0 y para esos z,

hz) = / o, w)dw = / %dw
_ /f_ld _ (Z>/wl_zdw
:/ iu)zdw—h*()

H es entera pues es holomorfa en cada uno de los abiertos U y V', ya que por los lemas
anteriores h es holomorfa en U y h* es holomorfa en V. Ademas U UV = C.

Veamos ahora como H es acotada. La traza de I' es un conjunto compacto por lo que
existe Rr > 0 tal que I'* C D(0, Rr). Si |z| > 2Ry entonces z € V' y

HE = I |—‘/ 1 40
- Sup{“c( cwe r}zong(r)s

|w — 2|
long(T")
Rp

< sup{|f(w)| - w e T}
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pues |w — z| > Rr para todo w € ™.

Como H est4 acotada en el compacto D(0,2R) resulta que H es acotada en C y por el
teorema de Liouville H es constante. Veamos como H es la constante 0. En efecto, para
R > Rr y complejos z de moédulo mayor que 2R se tiene que

H(2)] < sup {If(w)] - w € T} long(T) .

Como H es constante, resulta que existe A tal que H(z) = A para todo z € C con lo que

A< sup {|f(w)| : w e F*}long(F)}%

y esto para todo R > Rr, por lo que necesariamente A = 0.
Finalmente, para todo z € U\I'* se tiene que

0 = H(z)=h(z) :/Fg(z,w)dw:/Fde

_ /F%dw—f(z)/rwl_zdw. o

De donde se deduce que

, 1 f(w)
I = | =7 U\I™.
f(2)Indr(z) 5 /F ” Zdw para todo z € U\
0J

Corolario 5.12 (teorema integral de Cauchy global) Sean U C C abierto, f € H(U)
y L ~0(U) entonces [ f(z)dz = 0.

En efecto dado zy € U\I'*, aplicamos el anterior resultado a la funcion ¢g(z) = f(2)(z—
20); 2 € U.

Hay un tipo de abiertos muy amplio en el cual todo ciclo es homélogo a 0 en ellos, se
trata de los abiertos simplemente conexos que se definen a continuacion.

Definicién 5.13 Se dice que v : [0,1] — X aplicacion continua en un espacio topoldgico
X werificando v(0) = (1) (curva cerrada) es homdtopa a una constante si existen un
punto o € X y una aplicacion continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que:

H(s,0) = ~(s) para todo s € [0, 1]

H(s,1) = xy para todo s € [0, 1]

H(0,t) = H(1,t) para todo t € [0, 1].

Se dice que un espacio topolégico conexo X es simplemente conero si toda curva
cerrada en él es homo6topa a una constante.
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Puede probarse, pero no es facil, y no lo haremos aqui, que en todo abierto simplemente
conexo todo ciclo es homologo a 0 (esto puede verse en el Apéndice IT de este Manual) y
por lo tanto, si U es un abierto simplemente conexo de C, I' es un ciclo (arbitrario) en U
y [ € H(U), se verifica que

f(2)Indr(z) = 5 /r mdw para todo z € U\T'

y ademas
/f(w)dw = 0.
r

Hay también un teorema de topologia que dice que toda curva cerrada v : [0, 1] — C,
inyectiva en [0, 1) divide al plano en dos abiertos, siendo uno de ellos simplemente conexo,
el que define “la parte de dentro de la curva’.

Ese teorema se llama “teorema de la curva de Jordan” y puede verse en algunos libros
de topologia, pero no en los de topologia elementales.






Tema 6

Singularidades aisladas. Desarrollo de
Laurent. Teorema de
Casorati- Weierstrass

Hasta ahora hemos considerado aplicaciones definidas en un abierto U y derivables en
cada punto de él, esto es, funciones holomorfas en U. Ahora vamos a estudiar el compor-
tamiento “cerca” de un punto zop € U de una funcion f € H(U\{zp}). Observamos que
f puede estar o no definida en zy y que si lo esta puede ser continua o no en ese punto.
Como ya hemos visto anteriormente, si f es continua en z, entonces realmente f € H(U).

Con tal fin introducimos el concepto de serie de Laurent (matematico francés, 1813-
1854).

Definicién 6.1 Se llama serie de Laurent centrada en un punto zo a toda expresion

formal del tipo
“+oo

Z an(z — z)"

n=—oo

donde a,, € C para todon € Z y z € C\{20}. La expresion
+o00
Z an(z — 2p)"

n=—oo

denota de forma abreviada la suma de las series de funciones:

+00 +oo
Z a_n(z—2)" gy Z an(z — 29)".
n=1 n=0

Notese que la sequnda es una serie de potencias centrada en el punto zg.

65
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n

Definicién 6.2 Se dice que una serie de Laurent z:io_oo an(z — 29)" es convergente en

un punto z* si las series

Yoaa—2)" oy D an(z—z)"

n=1 n=0

son convergentes. De forma andloga se define la convergencia uniforme de las series de

Laurent. Si Y =" an(z — 2)" converge en z* el valor de su suma es precisamente
+00 —+00 —+00
* n.__ * -n * n
E an (2 — 20)" = E a_n(z" —20)" + E an (2" — z)".
n=—oo n=1 n=0

En relacion con la convergencia de las series de Laurent se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6.3 Dada una serie de Laurent del tipo Y > a_,(z — z9) ™" sea

r=limy/|a_y|.

Entonces, si 0 < r < oo la serie dada converge de forma absoluta y uniforme en cada
compacto del conjunto abierto de los puntos z tales que |z — zo| > r, y no converge en
ningun punto z tal que |z — zo| < r. Si r = 0 converge uniformemente en cada compacto
de C\{z0} y si r = 00 no converge en ningin punto.

Demostraciéon. Dado z* € C, |z* — 29| > r consideramos la serie de ntimeros complejos
0o * —n . . . , .
Yoe i a_n(2* — 29)"™ y aplicamos el criterio de la raiz a la serie de los valores absolutos y

tenemos ]
Tm Y/ Ja_n(2* — 20)™| = lim{/]a_n||2* — 2| P <r — =1,
r

luego la serie Y >° | a_,(2* —z) " converge absolutamente. Sea ahora z* un punto de C de
forma que |z* — 29| < r, aplicamos el criterio de la raiz a la serie de los valores absolutos
y al ser el lim{/|a_,(2* — z)"| > 1 la sucesion de nimeros reales |a_,(z* — zp) ™| no
converge a cero, luego la serie Y~ a_,(z* — z)) ™™ no converge.
un com nteni n{z DE =2 r nsideram icacion
Dado compacto K contenido e eC o| > r}, consideramos la aplicacio

h(z) = |Z_120| definida en C\{zy}. Por ser h continua y K compacto existe un punto z5 € K
tal que m < |Zo—i?«'0‘ para todo z € K, luego |z|ci;:)l||" < |Z%a:;|‘n para todo n € N y para

todo z € K. Aplicamos el criterio M de Weierstrass y tenemos el resultado.

Si 7 = 0, la serie converge absolutamente en cada z* € C\{z} y converge de modo
uniforme en los compactos de {z € C : |z — 29| > 0} = C\{z0} y si 7 = o0, la serie
Yo a_n(ﬁ)” no es convergente en ningin z* € C\{z0}. O

Dada una serie Y " a_,(z — z9) " y sea

r=limy/|a_y|.




6. Singularidades aisladas 67

Si 0 < r < oo podemos definir la funciéon

o
E a_n(z—29)"",

n=1

en el conjunto abierto {z € C: |z — z9| > r} , pues la serie converge.

Teorema 6.4 (de derivacion) La funcidn s* definida de la forma anterior es holomorfa
en el conjunto abierto {z € C: |z — z| > r}.

Demostraciéon. Veamos primero cémo es derivable. Para cada n sea

n

sp(z2) =) anlz—2)7",

k=1

se verifica que s es una funcién holomorfa en {z € C : |z — 29| > r} y la sucesion de
funciones {s*} converge uniformemente en los compactos del abierto {z € C : |z— 2| > r}
a la funcion s*, luego por el corolario del teorema de Morera la funcion s* es holomorfa
en {z € C: |z — 2| > r}. Ademas por el teorema de Weierstrass la sucesion de funciones
{s¥} converge uniformemente en los compactos del abierto {z € C : |z — zy| > r} a la
funcion s*, luego en particular en cada punto z del abierto {z € C : |z — z| > r} se
verifica que

*/ . */ _ o _ —n—1
) = () = S —0)
0
Teorema 6.5 Dada la serie de Laurent Y - an(z — z9)" sean

r=1limi]a_,| y

1
 Tmi/|an

Sir < R entonces la serie dada converge de forma absoluta y uniforme en cada compacto
de la corona circular

Clzo;r,R)={2€C:r<|z— 2| <R}

y no converge en ningun punto de C\C(zq;r, R). Ademds la funcidn

f:z€Cz;r, R)— f(z Z%Z—Zo

n=—0oo

es holomorfa en el abierto C(zo;r, R).
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Demostracién. Ya sabemos que la serie s*(z) = Y7 a_,(z — z9) ™" converge de modo

absoluto y uniforme en cualquier compacto de {z € C : |z—zy| > r} y que s* es holomorfa
en ese abierto. Por otra parte si hacemos s(z) = > 7 a,(z — 2)", esta serie de potencias
converge de modo absoluto y uniforme en cualquier compacto contenido en D(zg, R) con
lo que Y272 _a,(z — 2)" converge de modo absoluto y uniforme en los compactos de la
corona C(zo;m, R) vy f(2) = s*(z) + s(z) es holomorfa en ella.

Si ahora consideramos un punto z* tal que r > |z* —zg|, laserie > a_,(2*—29) " no

es convergente, entonces > > __a,(z* — zp)" no es convergente, y si |2* — z| > R la serie
+oo
n=-—00

Yoo g an(2" —29)™ no es convergente por lo que > a,(2* — o)™ no es convergente. [J
Damos ahora un teorema que nos garantiza la existencia de un desarrollo en serie de
Laurent para las funciones holomorfas en coronas.

Teorema 6.6 (de Laurent) Toda funcion que sea holomorfa en una corona C(zp;r*, R*)
admite un unico desarrollo en serie de Laurent en ella centrado en zy, y esa serie converge
a la funcion de modo uniforme en los compactos de la corona. Ademds, si f es una tal
funcion entonces los coeficientes de su desarrollo de Laurent en torno a zy son

1 f(w)

ay, = — —_—
"o Cz0.p) (w — zp)"t!

dw

para todon € Z y p € (r*, R*).

Demostracion. Sean r; y ro dos ntimeros reales tales que 0 < r* < r; < ry < R* y sea
[ el ciclo formado por las circunferencias C'(zg,71)% y C(20,72). Como I' es homologo a

0 en el abierto U = C(zg; r*, R*), por la féormula integral de Cauchy en su version global,
dado que f € H(C(zo;7*, R*)) se tiene que

f(z) = % /F %dw Vz € C(zp;71,72)

(notese que para los puntos de C(zg;71,72) su indice respecto a I' es 1). Entonces, para
todo z € C(zo;71,72) se tiene que

1 1
f(z) = —/ f(w) dw — —/ de.
20 J oz W — 2 210 Jo(zpm) W — 2
Desarrollando ﬁ y ﬁ en serie de potencias con centro en z; obtenemos que:
EED Y|
B 2mi Jo
n=0

(S e,

n—=0 C(z0,r1) (Z - Zo)nJrl

f)z =)
)

20,72 (U) - Zo>n+1
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téngase en cuenta que

g(w) _f<w)w1_z_f<w)w—zo—1(2_zo>
- f(w)w i % 1 _12—2’0
_ f(w)wizo 3 (Z_ZO> Zgn

> o2 o gn converge uniformemente a g en C'(z,72) pues f esta acotada en la circunferencia

C(z0,72) ¥

g*(w) = f(w)z_lw :f(w)Z—ZO —1(w_20)
= f(w>z_1201_1w_20
R — — 20
~ Jw) :
2—20;;(2_20) Zg

> v g5 converge uniformemente a g* en C(z9,71) pues [ esta acotada en la circunferencia

C'(z9,71) v se puede aplicar en los dos casos el criterio M-Weierstrass. Tenemos entonces
?

que para todo z € C(zg;71,72),

1= (5 [ T i) 7

n=0

/1
+ <_/ f(—w)kdw) (z — ZO)—(lc+1)
0 271 C(z0,r1) (U} — Z[))

k=

— :OO (271m /C(ZO . #dw) (2 — z)"
<27m /C(Zo,m) mmu) (2 — 2)"

) — F)

(U) _ ZO)n—i—l
es holomorfa en C'(zo; 7*, R*) resulta (por la version global del teorema integral de Cauchy)
que si dado p € (r*, R*) fijamos 71 y 79 tales que r* < r; < p < ry < R*, entonces,

) fw)
/(7(20,7’2) (w - ZO)n+1 v /C(ZO,P) (w _ Zo)n+1 w

_ _ fw)
B /C’(zo,rl) (w - ZO)nJrl o

+

n=1

Como para todo n € Z,
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Notese que los ciclos {C(zo,72), C(20,p)?} v {C(20,71), C(20, p)°?} son ciclos homologos
a 0 en el abierto U = C(zo;7*, R*). Entonces

o0

[ =3 (zim /C » (ujf(—w)mdw) (2= 20)" ¥z Clair™, RY).

n=-—oo o ZO)

Obsérvese finalmente que hay unicidad del desarrollo de Laurent, lo que se sigue del hecho
de que si tenemos otro desarrollo f(z) = > 7 b,(z — 2)", en la corona C(zg,r*, R*)
entonces hay convergencia uniforme en los compactos de la corona C(zg,r*, R*), y para
todo ng € Z se verifica que

() ) = S bz - )

211

y la convergencia sigue siendo uniforme en los compactos de la corona C(zg, 7%, R*), inte-
grando a lo largo de C(z, p), con 1* < p < R*, se obtiene que

1
bnO = — f(w)n — dw = a’no'
211 C(20,p) (U) — Zo) 0

O

Definicién 6.7 Dados un abierto U, un punto zy de U y una funcion f : U\{z} — C.
Se dice que [ tiene una singularidad aislada en zy si f € H(U\{z}). Ndtese que en
principto no se sabe st f es derwable o no en zy, solo hay sequridad de que f es holomorfa
en el abierto U\{2p}, de hecho puede que f no esté definida en z.

Las funciones holomorfas en el abierto U\{zy} tienen, por el teorema de Laurent, un
desarrollo en serie de Laurent valido en la corona C(z; 0, dist(zg, C\U)), esto es,

o0

f(2)= ) an(z=2)"

n=—oo

para todo z € D(zp, dist(zy, C\U))\{z0} = C(20;0, dist(zy, C\U)), siendo ademas la con-
vergencia de la serie uniforme en cada compacto de D(zy, dist(zo, C\U))\{z0}. Esto se
sigue del teorema de Laurent con r = (. Se llama parte principal del desarrollo de
Laurent de f en zy a Ef;l a_n(z — 29)7", esta serie es uniformemente convergente en los
compactos de C\{z} y s*(2) = >~ a_n(z — 29) ™" es holomorfa en C\{z}.

Definicion 6.8 Si f € H(U\{z0}) y D oo an(z — 20)" es su desarrollo en serie de
Laurent en torno a zy, entonces:
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a) Si a_, =0 para todo n = 1,2... se dice que f tiene en zy una singularidad evitable.

b) Si existe k = 1,2... tal que a_; # 0y a_; = 0 para todo j > k, se dice que f tiene
un polo de orden k en zy.

¢) Si a_, # 0 para infinitos n, se dice que f tiene en zy una singularidad esencial.

. B2 6z #0
Ejemplos: f(z) = { 0" i 7: 0

tiene un polo de orden 3 en 0,y f(2) = e* tiene una singularidad esencial en 0.

tiene una singularidad evitable en 0, f(z) = %

SifeHU\{z})y Yo . an(z—20)" es su desarrollo en serie de Laurent en torno a
zo, entonces la funcion g(z) = f(z) — > oo a—n(z — z) ™™ es holomorfa en U\{z} y tiene
una singularidad evitable en z.

Los dos teoremas que siguen dan algunas caracterizaciones de las singularidades evi-
tables y los polos.

Teorema 6.9 (de extensiéon de Riemann) Para f € H(U\{z0}) equivalen:

a) La funcion f tiene una singularidad evitable en z.
b) Existe una funciéon f € H(U) tal que f = f en U\{2}.
c¢) La funcién f es acotada en una corona

C(Z(); 0, Ro), 0< Ry < diSt(Zo, C\U)

d) Existe el lim f(z) y es un ntimero complejo.
Z—20

Demostracion. (a)=-(b). Dado que f tiene una singularidad evitable en z,, su desarrollo
de Laurent en torno a zy es de la forma

1) =3 an(z — )"

para los z de C(zp; 0, dist(zy, C\U)). Es claro que existe el lim f(z) y que su valor es ay,
Z—20

por lo que si definimos

ﬂ@:{f@)ﬁz#%

ag Siz=z

tenemos una funcion f € H(U\{z})NC(U), y por lo tanto f € H(U) y claramente f = f
en U\{z}.

(b)=(c) Como f € H(U) esta funcion estd acotada en D(z, p), 0 < p < dist(z, C\U), y
por lo tanto que f lo esta en la corona C(z;0, p).

(c)=(a) Los coeficientes a_,, n = 1,2... del desarrollo de Laurent de f en z; son

1
an=5— / L,Hdw
270 Jozg,p) (W — 20) 7"
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para cualquier p, 0 < p < Ry. Como | f| esta acotada por una constante M en C(zo; 0, Ry) C
U, se tiene que

la_y| < isupﬂ(w&

Tw € C(zo,p)} 27p

27 — 2,) 7"
1 TL
< %MpinHZW,o: Mp".

Esto implica que a_,, = 0 para todon = 1, 2... y, en consecuencia, f tiene una singularidad
evitable en zj.
La equivalencia entre (b) y (d) es inmediata. O

Teorema 6.10 Para una funcion f € H(U\{z}) equivalen:
a) La funcion f tiene un polo de orden k en 2.
b) Eziste el lim f(2)(z — 20)* y es un mimero complejo distinto de cero.
Z—20

¢) Existe una funcion ¢ € H(U) tal que p(z) #0 y

2(2) - para z € U\{z}.

o=

Demostracion. (a)=-(b) Dado que f tiene un polo de orden k en el punto zy, se verifica

que
oo

f(2) =) an(z = 20)" 2 € D(z,dist(z, C\U)\{z}.

n=—=k
Entonces -
f(2)(z — 2)* = Z an(z — 2)"F = Zan k(2 — 20)"
n=—=k
con lo que lim f(2)(z — 2z)F = a_ # 0.
Z—r20
(b)=-(c) Basta definir

f(2)(z = 20)" si 2 # 2
p(z) =

lim f(2)(z — 20)F si z = 2.
Z—20

Esta funcion ¢ es continua en U y holomorfa en U\{z}, luego es holomorfa en U y

a— = ¢(20) # 0.
(c)=(a) Sabemos que ¢ € H(U) y por lo tanto

Zan z—20)"; 2z € D(zg,dist(z0, C\U)), ag = ¢(z0) # 0

n=0
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y entonces

f(z) = G Zan(z — 20)"™% 2 € D(2,dist(z0, C\U))\{20}

— ko
(z — 20) —
luego la funciéon f tiene en el punto zy un polo de orden k pues el coeficiente de (z — zy)"

es ag # 0. 0J

Corolario 6.11 Sean U un abierto de C, zy € U, f € H(U) y supongamos que f tiene
en zg un cero de orden k. Entonces % tiene en zg un polo de orden k.

Demostracién. Sabemos, proposicion [3.14] que existe 1) € H(D(zo,7)) tal que (z) #0
para todo z € D(zy,7) y f(2) = ¥(2)(z — 20)* para todo z € D(z,r). Por lo tanto

1( ) 1 1

—(2) = —— .

f (2 —20)* ¥(2)

Se aplica entonces el apartado (c¢) del teorema con la funcion ¢(z) = ﬁ y con el abierto
D(Zo, 7’). ]

Teorema 6.12 (de Casorati-Weierstrass, 1868) Si f € H(U\{z0}) tiene una singu-
laridad esencial en zy entonces para todo r > 0, tal que D(zo,7) C U, se verifica que
f(D(z0,7)\{20}) es denso en C.

Obsérvese lo fuerte que es este resultado; dice, por ejemplo, que si f(z) = ex para
z # 0 entonces f(D(0,2)\{0}) es denso en C cualquiera que sea n € N.
Demostracién. Supongamos que dado r en las condiciones del enunciado resulta que
f(D(z0,7)\{20}) no es denso en C, entonces existen wy € C y p > 0 tales que

f(D(z0,7)\{20}) N D(wo, p) = 0.

En consecuencia la funcion ¢(z) =

f(z)l_wo verifica que |g(z)| < % Vz € D(z0,7)\{20} ¥
asi la funcion f_—lwo, que es holomorfa en D(z,7)\{z0}, tendria en 2, una singularidad
evitable y por tanto podriamos extenderla a una funcion g € H(D(zo,7)). Esta funcion
puede tener en zy un 0, de orden k (pues no es idénticamente nula) y entonces f tendria un
polo de orden k en zy, 0 no tener un cero y entonces f tendria una singularidad evitable.

En cualquier caso se contradice la hipotesis de que f tiene en 2y una singularidad esencial.
O

Nota 6.13 También es cierto el reciproco del teorema anterior pues si para todo r > 0,
tal que D(zo,7) C U, se verifica que f(D(z0,7)\{20}) es denso en C no puede suceder que
f tenga limite (finito) en zy, luego no tiene una singularidad evitable, ni tampoco puede
tener limite infinito y por lo tanto f no puede tener un polo en zj.
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Nota 6.14 Hay un teorema de E. Picard, que afirma que si una funcion f tiene una
singularidad esencial en un punto zg entonces para todo w € C, salvo quizd para uno,
existen infinitos puntos de la corona C(zp;0,7) cuya imagen es w.

Definiciéon 6.15 Dada f € H(U\{z0}) y su serie de Laurent en el punto z,

o0

Z an(z — z0)",

n=-—00
se llama restduo de f en zy al coeficiente a_y de ese desarrollo. Segun acabamos de ver

1
a_; = — f(2)d=
2T J(z0,0)

donde p es tal que D(zy, p) C U. El residuo de f en zy se denotard por Res(f,z).

El término residuo se usa porque si uno divide por 27i e integra (término a término)
la serie de Laurent de f en zp, a lo largo de una circunferencia de centro zy contenida en
U, lo que le queda (el residuo) es precisamente a_;.

El residuo de f en el punto zy se puede calcular, para el caso de que la funcion f
tenga un polo de orden k en el punto 2y, considerando la funcion holomorfa en U, ¢(z) =
f(2)(z — 20)* para z € U\{20} dada en el teorema [6.10 derivandola k — 1 y Res(f, z) =

Lo k1)
(kq)!zlﬂ’;)%" (2).

Teorema 6.16 (de Cauchy de los residuos) Sean U un abierto de C, S = {21, ..., 2m}
un conjunto finito de puntos de U, f € H(U\S) y I un ciclo en U\S, I' ~ 0(U). Entonces

/f = 27riifndp(zj)Res(f, ;).
r i

Demostracién. Si por cada j = 1,...,m denotamos por ICL(_J,)L(Z — z;)7" la parte

principal de la serie de Laurent de f en z; entonces la funcién

9(z ZZ&_%z—z] -

j=1 n=1

es holomorfa en U\S. Notese que al desarrollo de Laurent en cada uno de los puntos z; le
quitamos su parte principal y lo que queda es una funciéon holomorfa en un entorno perfo-

rad de z; con una singularidad evitable en z;. Denotemos por g la extension holomorfa
de gaU.

“se trata de un abierto del tipo V\{z}.
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Dado que el ciclo I' es homologo a 0 en U, el teorema integral de Cauchy para la
funcion g, en su versiéon global, nos da que fF§ = 0. Luego, como I" es un ciclo en U\ S5,

/Ff = /ZZ Wz —z)"dz

7j=1 n=1
= 2 [tz ) rae =
7j=1 n=1
= QWZZ(I_J%[TLdF(Zj).
=1

Recuérdese que [,.(z — 2;)~" = 0 para todo n # 1 y que [.(z — z;)~" = 2milndr(z;). O






Tema 7

Funciones meromorfas. Principio del
argumento. Aplicaciones

Comenzamos el tema con la definicion de funcion meromorfa, luego veremos unos
interesantes resultados sobre tales funciones.

Definiciéon 7.1 Se dice que una funcion f es meromorfa en un abierto U de C si f
estd definida U\S, siendo S un subconjunto de U sin puntos de acumulacion en U, es
holomorfa en el abierto U\S y tiene un polo en cada punto de S.

Ejemplos: Las funciones f(z) = 1, g(z) = WI(%B) y h(z) = tg mz son meromorfas
en C.

Con el fin de probar un resultado conocido como “el principio del argumento” demos-
tramos los dos lemas siguientes:

Lema 7.2 Sean U un abierto de C, z, € U, f € H(U) y supongamos que [ tiene un cero

de orden n en zy. Entonces fTI liene en zg un polo de orden 1 y Res(f%, zo) =n.

Demostracion. Recordamos que una funciéon f tiene un cero de orden n en zq si f(zg) =
07 f,(ZO)a ) fn_l)(z()) =0 y fn)(ZO) 7& 0.

Si f tiene un cero de orden n en zj, entonces f se puede escribir en la forma f(z) =
(z — 20)"p(z) en un entorno de zy, siendo ¢ una funcion holomorfa en un disco D(zo, p)
que no se anula en ningin punto de ese disco (Proposicion [3.14), con lo que

F(2) = n(z = 20" (=) + (= — 20)"¢/() en D(z0, p).
En consecuencia, para z € D(zp, p)\{20},

L’(Z) _ (E—2)"ne(x) + (2 —2)¢'(z) _ n ¢'(2)
/ (z — 20)"p(2) z—2z0  p(z)

7
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Como % es holomorfa en D(zg, p) resulta que fTI tiene en 2o un polo de orden 1 y su
residuo en ese punto es n. O

Lema 7.3 Sean U un abierto de C, z, € U, f € H(U\{z0}) y supongamos que f tiene un
polo de orden m en zy. Entonces f7/ tiene en zo un polo de orden 1 y Res(f?/,zo> = —m.

Demostraciéon. Como f tiene en zy un polo de orden m existe ¢ holomorfa en un disco
D(zp, p) tal que ¢(z) # 0 para todo z € D(z, p),

f(2) = (2 —20)"p(2) Vz € D(20,p)\{20}-

Entonces

f'(2) = ¢'(2)(z = 20) ™™ = m(z = 20) " p(2) ¥z € D(2,p)\{20}

con lo que

! ¢'z)  —m

7(z) = o) -+ p— Vz € D(z0, p)\{20}-
Como “g((zz)) es holomorfa en D(zp, p) resulta que fTI lo es en D(z, p)\{20} ¥ f7, tiene en zj
un polo de orden 1 con residuo —m. O

Teorema 7.4 (Principio del argumento) Sean U un abierto de C, S = {z1,...,2,} ¥
S* ={2],....,2;} dos subconjuntos (finitos) de U, f € H(U\S) de forma que f tiene un
polo en cada punto de S y S* es el conjunto de los ceros de f. Entonces para todo ciclo T’

en U\(SUS*), ' ~0(U), se verifica que

! q p
/L = 27 [Z Indr(z})n; — ZIndF(zj)~mj
r f j=1 j=1
donde n; es el orden del cero que [ tiene en z; y m; es el orden del polo que [ tiene en
Zj-
Demostracién. Consideremos la funcion
f/

T EHW\(SUS)),

El teorema de Cauchy de los residuos nos da que
f/ 4q 3 f/ b 3 f/
/ = =2m Zlndp(z;‘)Res <—,z;‘> + Zlndp(zj)-Res (—,zj> .
T f j=1 f 7j=1 f

Basta entonces sustituir Res(f%, z}‘) v Res <f7/7 zj> por sus valores respectivos. 0
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Nota 7.5 Si fndp(zj) =1 e Indp(z;) = 1 para todo j entonces

o

esto es, fFfTI nos indica la diferencia entre el nimero de ceros Z y polos P de f “dentro”
de I' contados con sus multiplicidades. Este resultado se conoce también como “teorema
del indicador logaritmico”. El cociente fT se llama normalmente cociente logaritmico (es

la derivada del Logy f) y su integral en I' nos da la diferencia entre el nimero de ceros y
el de polos que tiene f “dentro” de T'.

Nota 7.6 Veamos por qué se llama al teorema anterior “principio del arqumento” Si
v i [a,b] = U es un camino y consideramos la composicion f o~ (f en las condiciones
del teorema) obtenemos un nuevo camino, y como sabemos, toda aplicacion continua en
un intervalo tiene un logaritmo continuo y este logaritmo es derivable si el camino es
derivable. Sea entonces h derivable en [a,b] tal que

" = fon(t) para todot € [a,b].

Derivando obtenemos que
(t) para todo t € [a,b).

Esto nos da que
{7 1

v f
h

()
()
h

Como v es cerrado fo~y(b) = fo~(a) y, en consecuencia,
O-h(a) _ 1

de donde se sigue que h(b) — h(a) = 2kmi para un cierto k € Z. Este entero k representa
la variacion del argumento (mddulo 27i) de f o~y (t) cuando t recorre el intervalo |a, b].

El anterior teorema tiene una consecuencia importante que es el siguiente teorema:

Teorema 7.7 (de Rouché) Sean [ y g funciones holomorfas en un abierto U y sea
D(zo,7) C U. Si |f(2) — g(2)| < |f(2)| para todo z € OD(zy,r), entonces f y g tienen
la misma cantidad de ceros en D(zp,7) (esto es, la suma de las multiplicidades de los
ordenes de los ceros de f y de g coiciden).
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Demostracion. Por la condicion requerida en la frontera del disco, la funciéon f no se
anula en ningin punto de ella, pues de lo contrario sucederia que |0 — g(z)| < 0 en esos
puntos, lo que no es posible. Podemos entonces dividir por f(z) para z € 0D(z,7) y se
verifica que:

’1 — 9(2) = 'f(z) —9(2) < 1 para todo z € 9D(zg, ).

f(2) f(2)
Si ahora denotamos por 7, la circunferencia de centro zy y radio r, tenemos que % 07, :

[0,27] — C es un camino cerrado cuya traza queda contenida en D(1,1) y por lo tanto
Ind%ow(O) =0, con lo que

En consecuencia , f
g _ / I
/YT g Tr f

Consideramos el abierto y conexo D (zg, dist(zy, C\U)) y el D (20, 0), donde ¢ es mayor
que 7y menor que dist(zo, C\U), entonces las funciones f y g tienen un ndmero finito
de ceros en el compacto D (2, ), y por tanto en D (zg, 0). Denotemos por Sty Sy los
conjuntos (finitos) de ceros de f y g en D (29, 0) respectivamente. Ninguno de los ceros
de fy de g estd en 0D(zy,r) (ya lo hemos visto). Se aplica el teorema anterior al abierto
D (20, 0) y al camino cerrado v, en D (20,0)\S}, ¥y en D (z0,0) \S; v 7, = 0(D (20, 0))-
Obsérvese que ni f ni g tienen polos en D (zg,0) v que el indice de los ceros de f y g
respecto al camino cerrado v, que no estan en D(zg,7) es cero, para los que estan en ese

1

disco es 1. Luego como 5 N ’% es la cantidad de ceros de f en D(zp,7) y QLM fv %/ es la

cantidad de ceros de g en D(zg,r), ambas cantidades coinciden. O
Obtenemos ahora un resultado que relaciona la cantidad de ceros del limite de una

sucesién de funciones holomorfas con los de las funciones de la sucesién.

Teorema 7.8 (de Hurwitz) Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en un abier-
to U que converja uniformemente en los compactos de U a una funcion f (€ H(U)).
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Supongamos que D (z9,7) C U y que f(z) # 0 para todo z € OD(z,r). Entonces, a partir
de un cierto ng las correspondientes f, tienen en D(z,r) la misma cantidad de ceros que
f (contando las multiplicidades).

Demostraciéon. Como f es continua en el compacto 0D(zg,7) existe z* € 0D(zp, ) tal
que

0 < |f(z")] = if{[f(2)| : 2 € OD(z0,7)}

notese que f(z*) # 0. Dado que f, — f uniformemente en el compacto 9D(zy, ) existe
ng € N tal que

[fa(2) = FE < [FE) < 1S (2)]

para todo z € dD(zy,r) y para todo n € N, n > nj.

El resultado se sigue entonces del teorema de Rouché. Obsérvese que siempre los ceros
se cuentan de acuerdo con sus 6rdenes de multiplicidad. O






Tema 8

Principio del médulo maximo. El
teorema de la aplicacién abierta. Lema
de Schwarz. Aplicaciones biholomorfas

Obtendremos en este tema unos teoremas de los mas sorprendentes y ttiles de la teoria
de variable compleja. Comenzamos con el llamado teorema del moédulo méaximo, para su
demostracion utilizaremos el siguiente lema.

Lema 8.1 Supongamos que f es una funcion holomorfa en un abierto conexo U y que
|f(2)] = M para todo z € U, entonces f es constante en U.

Demostracion. S5i M = 0 entonces f serfa idénticamente nula y por lo tanto constante.

Supongamos entonces que M # 0. El que |f(z)| = M nos dice que f(z)f(z) = M?. Con
i 2 . —

lo que f = MT es holomorfa en U y se sabe que si f y f son holomorfas entonces f es

constante, pues g = f + f = 2Re(f) + 0i es una funcion holomorfa en un abierto conexo
con parte imaginaria 0, lo que implica que Re(g) = 2Re(f) es constante y por tanto
también Re(f). El que una funcién holomorfa con parte real constante es constante es
consecuencia directa de las condiciones de Cauchy-Riemann (nétese que U es conexo). O

Teorema 8.2 (del moédulo maximo) Sean U un abierto conexo de C, f € H(U) y
supongamos que existe un punto zy € U tal que | f(z0)| > |f(2)| para todo z € U. Entonces
f es constante en U.

Demostracién. Sea r > 0 tal que D(zp,r) C U. Veamos como |f(z)| = | f(z0)| para todo
z € D(zy,r). Para cada p € (0,7), la formula integral de Cauchy nos da que

N FIC)
fi) /C(zw)

211 w — 2g

83
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En consecuencia

1

2

|f(z0)] =

[y,
C(z0,0) W — %0

1 27 ”
— "\t
o /0 f(z0 + pe”) ‘

1 21

IN

57 | WGt pe)

1 2

IN

’f(Zo)|d?f

27 Jo

= |f(20)’-
De aqui se sigue que

3= [ 1)l = 1o+ pe)ide =0,

Tenemos asi que para todo p € [0,7) la integral de la funcion no negativa y continua
hy(t) = |f(20)| — | f(20 + pe™)|, t € [0,27], es 0, entonces necesariamente h,(t) = 0 para
todo t € [0, 27|, de donde se sigue que

|f (20 + pe)| = | f(20)]

para todo p € (0,7) y todo t € [0, 27]. En efecto, fijado p € (0,7) estamos integrando una
funcién continua, mayor o igual que 0, si ella no fuese 0 en un punto t, seria estrictamente
mayor que 0 en un entorno de ¢y y entonces la integral seria estrictamente positiva.

Sabemos, por el Lema anterior, que si |f| es constante en D(z,7) entonces f es
constante en ese disco, y asi, por el primer teorema de identidad, tenemos que f es
constante en U. O

Corolario 8.3 Sean U un abierto conexo de C, f € H(U) y supongamos que existe un
punto zo € U y p > 0 tal que |f(20)] > |f(2)] para todo z € D(zo,p). Entonces f es
constante en U. Es decir, si hay un maximo relativo también f es constante.

Demostraciéon. Basta aplicar el primer teorema de identidad. En efecto, se aplica el
teorema anterior al abierto y conexo D(z, p) y se obtiene que f es constante en D(zg, p)
con lo que f es también constante en U. [l

No podemos esperar un teorema analogo al anterior para el caso de un minimo, pues
f(z) = z, verifica que su mddulo tiene un minimo absoluto en z = 0, pues 0 < |z| para
todo z € C y sin embargo f no es constante. A pesar de eso se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 8.4 Sean U un abierto conexo de C, f € H(U) y supongamos que existe un
punto zo € U tal que f(z0) # 0y |f(20)| < |f(2)| para todo z € U. Entonces f es constante
en U.

Demostracion. Como f(zy) # 0, para todo z € U se verifica que f(z) # 0. Entonces

1
9(z2) = ——, z€U

f(z)
es holomorfa en U y |g(z0)| > |g(2)| para todo z € U, por lo que g es constante en U y
en consecuencia f es también constante en U. U

Corolario 8.5 Sea U un abierto acotado y sea f € H(U)NC(U). Entonces se verifica
que: B
sup{[f(2)] : z € U} = sup{|f(2)[ : z € U} = sup{|f(2)| : z € OU}.

Demostracién. Como U es compacto existe z, € U tal que

|f(20)] = sup{|f(2)] : = € U}.
Dado que z, € U existe z, C U tal que 2z, — z y entonces |f(z,)| — |f(20)]. Como
[f(za)l < sup{[f(2)[: 2 € U} v [f(20)| = lim [f(za)] < sup{|f(2)]: 2 € U} se tiene que

sup{|f(2)| : z € U} = | f(20)| < sup{|f(2)| : z € U},

con lo que |f(z)| = sup{|f(2)| : z € U}.

Tenemos asi la primera de las igualdades. Obsérvese que esa igualdad la verifican todas
las funciones continuas.

Veamos ahora la segunda igualdad. Como OU C U solo nos falta ver que sup{|f(z)| :
z € U} <sup{|f(2)] : z € QU}. Si el anterior punto 2, € U estd en AU no hay nada que
hacer, si estd en U f sera constante en el conexo D(z, dist(zy,0U)) y asi serd constante
también en la frontera de ese disco, esa frontera tiene algin punto de la frontera de U.
Entonces, en algin punto de la frontera de U el modulo de f es precisamente | f(zo)| que

es el sup{|f(z)| : z € U}. O

Observamos que la acotacion de U es importante pues f(z) = €* es holomorfa en
{r+ iy : x>0} y continua en {x + iy : x > 0} y sin embargo sup{|f(z)|: z € U} =1,
mientras que sup{|f(z)|: z € U} = oco. También es importante la holomorfia de f, pues
la funcion

f(z)= 1—|z| size D(0,1)
es continua en D(0,1) y sin embargo, sup{|f(2)| : z € U} = 0, pero
sup{|f(z)| : z € U} = 1.
En el caso real las funciones inyectivas y derivables pueden tener derivada 0 en algtn

punto, por ejemplo en la funciéon z € R 23 € R, esto no puede ocurrir en el caso
complejo como muestra el siguiente teorema.
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Teorema 8.6 Si [ es una funcion holomorfa e inyectiva en un abierto U entonces f'(z) #
0 para todo z € U.

Demostraciéon. Supongamos que existe un punto zy € U tal que f'(z9) = 0. Apli-
camos el segundo corolario del segundo teorema de identidad (3.12] al abierto conexo
D(z, dist(zp, C\U)) y a la funcién holomorfa no constante f’ (si f’ fuese constante en
D(zo, dist(zp, C\U)), seria igual a 0 y entonces f seria constante en él, lo que no es po-
sible pues [ es inyectiva) y obtenemos que existe r > 0 tal que f’(z) # 0 para todo
z € D(z2,7)\{20}. Hagamos

m = mf{|f(2) — f(20)| : 2 € ID(20,7)} = | f(25) — f(20)]

para un cierto z5 € 0D(zp,7) (continuidad en un compacto). Notese que m > 0 al ser f
inyectiva.
Consideremos dos funciones auxiliares:
m

F:zeUw f(2) — f(z0) ¥ G:zEUHf(z)—f(zo)—E.

Ambas funciones son holomorfas en U y para todo z € dD(zg,r) se verifica que
m
|G(2) = F(2)] = 5 <m < |f(2) = fz0)] = [F(2)]

con lo que, por el teorema de Rouché, tenemos que F'y G tienen la misma cantidad de
ceros contados con sus 6rdenes de multiplicidad en D(zg,r). Ahora bien, F' tiene por lo
menos dos ceros en D(zg,7) (notese que F(zp) = 0y F'(z9) = 0) por lo que G tiene al
menos dos ceros en ese disco. Como para todo z € D(z,7r)\{z0} se tiene que G'(2) # 0,
necesariamente los ceros de G en ese disco son simples (notese que G(z) # 0), por lo
que existen zy y zo € D(z0,7), 21 # 29, tales que G(z1) = G(z2) = 0. Esto implica que
f(z1) = f(22) lo que no es posible pues f es inyectiva. O

Otro teorema caracteristico de las funciones holomorfas es el siguiente:

Teorema 8.7 (de la aplicacion abierta) Sea U un abierto conexo de C y sea f una
funcion holomorfa en U que no sea constante, entonces f(U) es un conjunto abierto.

Demostraciéon. Fijamos un punto zy € U y probaremos que existe p > 0 tal que

D(f(20),p) C f(U).

Dado que f no es constante en el abierto conexo U existe (por el segundo corolario del
segundo teorema de identidad) r > 0 tal que f(z) # f(z0) para todo z € D(zp,7)\{z0}-
Sea, como en el teorema anterior,

m = mf{|f(2) — f(20)] : 2 € dD(20,7)} = | f(25) — f(20)]

para un cierto zj € 9D(z,7) (continuidad en un compacto). Notese que m > 0 al ser
f(25) # f(20). Vamos a comprobar que si tomamos p = m tenemos lo que queremos. En
efecto, dado w € D(f(2p), p) consideremos las funciones (la primera no depende de w)

F:zeUw f(z)—f(z0) v G:zeUw f(z)—w.



8. Principio del maximo 87

F y G son funciones holomorfas en U y para todo z € 9D(z,r) se verifica que

[F(2) = G(2)| = [f(20) —w| <m < [f(2) = f(20)] = [F(2)]

y asi, por el teorema de Rouché tenemos que F'y G tienen la misma cantidad de ceros en
D(zo, 7). Como F tiene al menos un cero en D(zg,r) (el zg) existe un punto z; € D(z,7)
tal que G(z1) =0, esto es, f(z1) = w, luego w € f(U). O

Observamos que la funcién f(z) = sen(z) es analitica en R, no es constante y sin
embargo f(R) = [—1,1] que no es un abierto de R.

Corolario 8.8 Sea U un abierto de C y sea f € H(U) una funcion inyectiva. Entonces
f es abierta, esto es, f(V) es un abierto de C para todo abierto V' contenido en U.

Demostraciéon. Sea V un abierto de U entonces V = UD(z,dist(z,GV)) asi f(V) =
zeV
U f(D(z,dist(z,0V))). Aplicamos el teorema de la aplicacion abierta al D(z, dist(z,0V))

zeV
que es un abierto y conexo y a la funcion f que no es constante en D(z, dist(z,0V)), pues

es inyectiva, y entonces f(D(z,dist(z,0V))) es un abierto y por tanto también f(V') es
abierto. O

Observacion. Si f es una funciéon holomorfa e inyectiva en U, entonces f es una
aplicacion biyectiva y holomorfa entre U y f(U). La inversa de f, f~!, que esta definida
en f(U), es continua, pues su inversa (la inversa de la inversa) es abierta, es decir, f lleva
abiertos en abiertos. Vamos a ver ahora que la inversa de f es también holomorfa.

Teorema 8.9 Si f es una funcién holomorfa e inyectiva en un abierto U, entonces f~! es

holomorfa en el abierto f(U). Ademds si wy = f(20) € f(U) entonces (f~1) (wp) = %

Demostracion. Sea wg = f(z) y w = f(z) € f(U). Entonces,
f—l

) = ) ) =) s

w — W f(z) = f(20) f(z) = f(z0)
Para cada sucesion {w,} de f(U) que converge a wy, w, # wy para todo n se verifica que
{z.} = {fHw,)} converge a zy = f(wy) (pues f~! es continua en wy), z, # 2o para todo
n y como existe el

Z—r20 Z — ZO
y es distinto de 0, existe el
zZ— 2 1
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Luego, utilizando esta igualdad y (x) para z, = f~!(w,) tenemos

) m—z20 L fHw,) — N (wo)
) — F )~ Fla) % w, —ug

Asi f~1 es derivable en wy y

O
Si se suprime la hipotesis de inyectividad se puede al menos obtener el siguiente:

Teorema 8.10 (de la inversa local). Si f es holomorfa en U y para un punto zy € U se
verifica que f'(z9) # 0 entonces existen abiertos V' y D(f(z0),p), V entorno de zy, tales
que f es biyectiva de V en D(f(20),p) y (flv)~" es holomorfa en D(f(z), p).

Demostracion. Consideremos el abierto y conexo D(z, dist(zo,0U)) C U y la funcion
holomorfa f en el disco, no constante en él (notese que f'(zg) # 0). Del corolario del segun-
do teorema de identidad (Corolario D podemos deducir que existe un disco D(zg,7),
tal que

f(2) # f(20) para todo z € D(z,7)\{20}. (1)
Sea

m = inf{|f(z) — f(z0)| : 2 € OD(20,7)} >0

pues ese infimo se alcanza, por compacidad. Sean p =m y

V = 7HD(f(20).m)) N D(z0,7).

V es abierto y f(V) C D(f(z),m), veamos como f es biyectiva de V' en D(f(2), m).
Obtendremos esto a partir del teorema de Rouché: Probaremos que para cualquier punto
w € D(f(z29),m) existe un tnico z € V tal que f(z) = w. Para ello consideremos las
funciones F(z) = f(z) — f(z0) y G(2) = f(z) — w. Ambas son holomorfas en U y para
todo z € 0D(zo, 1), se verifica:

[F(2) = G(2)] = [f(20) —w| <m < [f(2) = f(20)] = [F(2)],

luego F'y G tienen en D(zp,7) la misma cantidad de ceros. Como F’(z) # 0, por (1), F
tiene exactamente un cero en ese disco, entonces hay un unico punto z en D(zg,r) tal que
G(z) =0, esto es f(2) = w, y ademés z € f~1(D(f(z0), m)). El hecho de que (f|y)~" sea
holomorfa en D(f(z), p) es consecuencia del teorema anterior. O

Obtenemos ahora un resultado conocido como “el Lema de Schwarz” que fue obtenido
(por Schwarz, matematico alemén, 1843-1921) para resolver un “gap” que habia en la
demostracion de Riemann del hoy conocido como “Teorema de Representacion Conforme
de Riemann”, que prueba que dado cualquier abierto simplemente conexo de C, que no sea
el propio C, existe una aplicacion biyectiva y holomorfa entre él y el disco unidad, (este
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resultado se prueba en la asignatura de ANCP). El Lema de Schwarz tiene ademaés interés
por si mismo como veremos enseguida. Hay incluso algtn libro dedicado enteramente a
ese lema y sus generalizaciones.

Teorema 8.11 (Lema de Schwarz) Sea f : D(0,1) — D(0,1) una funcién holomorfa en
D(0,1) tal que f(0) = 0. Entonces

a) |f(z)| < |z| para todo z € D(0,1). Obsérvese que esto implica que f(D(0,1)) C
D(0,1).

b) 17/(0)] < 1.

c¢) Si para algin zp € D(0,1)\{0} se verifica que |f(z0)] = |20| entonces existe \ €
C, |A\| =1 tal que f(z) = Az para todo z € D(0, 1)

d) Ocurre lo mismo que en (c) si [f/(0)| = 1.

Demostracion. a) Consideremos la funcion g : D(0,1) — C definida por

B f(zz) siz#0
g(z)_{ £1(0) siz=0

Esta funcion g es continua en D(0,1) pues
f(z) = f(0)

f(z) = lim2L AN f,(o) = g(0).

0 2 z—0 z2—0

tingote) =l

Como ademaés g es holomorfa en D(0,1)\{0} es holomorfa en D(0,1). Por cada r € (0,1)
y z € 0D(0,r) C D(0,1) se verifica que

1
<-.
.

Por el corolario del teorema del modulo méaximo para cada r € (0,1) se verifica

sup{lg(2)| : z € D(0,7)} = sup{lg(2)| : 2 € D(0,7)} = sup{lg(2)| : z € D(0,7)}.

Dado zy € D(0,1) se verifica que z, € D(0,r), para todo r € (|z],1), luego |g(z)] < =
por (*). El hecho de que se verifique [g(zp)] < % para todo r € (|z],1) nos da que
lg(20)] < lm%% = 1. Por lo tanto a) y b) se verifican.

r—

¢) Supongamos que existe zgp € D(0,1)\{0} tal que |f(z0)| = |20|, entonces |g(zo)| = 1.
Como |g(z)| < 1 para todo z, |z| < 1, resulta que |g| alcanza su valor maximo en
2o € D(0,1)\{0}, luego g es constante (teorema del modulo maximo), esa constante,
llamémosla A es de modulo 1, pues [g(z)] = 1. En consecuencia f(z) = Az para todo
z € D(0,1).

d) Si |f’(0)] = 1 entonces |g(0)| = 1 por lo que estamos como en (c). O
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Definicion 8.12 Se dice que una aplicacion f : D(0,1) — D(0,1) es un automorfismo
del disco unidad si f es una aplicacion biyectiva y holomorfa.

Obsérvese que al ser f inyectiva su inversa sobre su imagen (que es D(0, 1)) es también
holomorfa por un teorema anterior.

Ejemplos:

1) f(2) = Az siendo A cualquier nimero complejo de modulo 1 que denotaremos por
gr(2).

2) Por cada o € D(0, 1) consideremos la aplicacion:

Z—
= ; D(0,1
Pa(z) = 1—i 2 € D(O,1)

Esta aplicacion lleva el disco unidad en si mismo, lo que ya se ha visto en el Ejercicio 4
de la Hoja 1.

Esta aplicacion es sobreyectiva, pues dado w € D(0,1) el complejo z = l’ﬁ:gfv es igual

a p_,(w) y por lo tanto z € D(0,1). Se verifica que ¢, (z) = w. Tal z es tnico, luego ¢,
es inyectiva. Observamos que ()" =¢_,.

Bien, la verdad es que no hay muchos mas automorfismos del disco unidad, como
muestra el siguiente teorema.

Teorema 8.13 (Caracterizacion de los automorfismos del disco unidad). Todo automor-
fismo ¢ del disco unidad es de la forma

para ciertos o € D(0,1) y A € C con |A| = 1.

Demostracién. Supongamos que dado un automorfismo ¢ del disco unidad, éste verifica
que ¢(0) = 0. Entonces, por el Lema de Schwarz, |p(z)| < |z| para todo z € D(0,1). Como
¢! es también un automorfismo de D(0,1) y ¢ 1(0) = 0, se tiene que |o ' (w)| < |w|

para todo w € D(0,1) y entonces
|21 = |7 (¢(2))] < lg(2)| para todo = € D(0,1)

con lo que |¢(z)| = |z| para todo z € D(0, 1), luego por el propio Lema de Schwarz ¢ es
de la forma ¢(z) = g\(z) = Az para todo z € D(0,1) con un cierto A de modulo 1. En
este caso se toma a = 0.
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Supongamos ahora que ¢(0) = 8 # 0. Entonces
¢=pgop

es un nuevo automorfismo del disco unidad que lleva el 0 en el 0 y por lo tanto existe A
de modulo 1 tal que ¢(z) = gx(z) = Az para todo z € D(0,1). Entonces

>

P = onalole) =l = I)i%fz - A1i+( )2

basta para ello tener en cuenta que A\ = 1. Si tomamos a = _T’B tenemos el resultado. [

Vz e D(0,1)

> @






Tema 9

Funciones armoénicas. El problema de
Dirichlet para un disco. Desigualdades

de Harnak

Dedicamos este tema a estudiar las funciones armoénicas. Es un tipo de funciones de
gran interés en la fisica y en el estudio de ellas las funciones de variable compleja son una
herramienta fundamental.

Definicion 9.1 Se dice que una funcion u : U C R?> — R es armdnica si existen las

derivadas parciales de primer y sequndo orden de u, son continuas y verifican la ecuacion
. _ Pu | Pu _

de Laplace: Au = oz T 52 = OenU.

Ejemplos:

1. Si f € H(U) entonces u(z,y) = Re f(z + iy) es una funciéon armoénica en U. Lo
mismo le ocurre a v(z,y) = Im f(z + iy). Esto se sigue asi: Al ser f holomorfa en
U,

ou ov ou ou

Flotin) = 5w +ig (@) = 5 ) +i-D 5 @)

por la segunda de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Luego u tienen derivadas

parciales de primer orden y éstas son continuas (pues f’ es continua). Aplicamos
: sz 1 ou ou 1: :

el mismo argumento a la funciéon f’y obtenemos que 3= y (_1)8_y tienen derivada

parciales de primer orden y son continuas, esto es, u es de clase C? en el abierto U.

Aplicamos la primera de las ecuaciones de Cauchy-Riemann a la funcién f’ cuyas
partes real e imaginaria son respectivamente % y %

o (o) _ o (o
ox \ox) Oy \dy)’

93
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esto es 92 92
U
w + W =0enU.

es decir, u es armonica. Para v se verifica que es la parte real de la funciéon holomorfa

(=0)f.
2. Si U =R?\{(0,0)} la funcion u(x,y) = log /22 + 32 es armoénica en U.

Tipicos ejemplos de funciones armonicas los proporcionan, la funcion que da el po-
tencial de un campo gravitacional, la que da la temperatura en una lamina, el potencial
electrostatico en una region libre de cargas (Churchill-Brown, p. 69), etc. Més ejemplos
se ven en las asignaturas de ecuaciones en derivadas parciales.

Mientras que, como acabamos de ver, la parte real de una funcién holomorfa es armo-
nica, no es cierto, en general, que toda funciéon armonica sea la parte real de una funcion
holomorfa, aunque, como vemos a continuacion, si lo es localmente.

Teorema 9.2 Sea u una funcion armdnica en U siendo U un disco D(zo, ) o C. Entonces
existe una funcion holomorfa f en U cuya parte real es u.

Demostracién. Consideremos

Y ou * Ou
v(x,y) = 8 —(z, t)dt — 6

—— (s, y0)ds.

Esta v tiene parciales continuas y verifica, con respecto a u, las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. En efecto, por una parte, se sigue de la Regla de Leibniz de derivacion bajo
la integral (Teorema [4.15]), del teorema fundamental del Célculo Integral y la regla de
Barrow, que

v Y 0% Ou
Gem) = [ G = G

(u armonlca) Y 82 ou
= 82 (l‘ f})dt — 8—y<$ yo)

ou 8u ou ou
- _8_y($7y) + a_y(x7y0> - a_y(x7y0> - _8_y(x7y)a

por otra parte, se sigue del teorema fundamental del Calculo Integral, que

ov ou

Luego v tiene parciales continuas y por lo tanto es diferenciable en el abierto U, igual que
u. Ademas al verificarse las ecuaciones de Cauchy-Riemann para la funcion f := u + v
por un teorema anterior f es holomorfa en U. 0
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Definicién 9.3 Se dice que una funcion armdnica u en un abierto U tiene una armonica
conjugada en U si existe una funcion armonica v en U tal que u+iv es holomorfa en U.

No es cierto en general, que toda funcién armoénica tenga una armoénica conjugada:
la funcion u(z + iy) = log /22 + y? no es la parte real de ninguna funcién holomorfa en
C\{0}. De serlo, habria una determinacion continua del logaritmo en un disco centrado
en 0 y sabemos que esto no es posible.

Nosotros probaremos a lo largo de la leccién un resultado del cual se sigue el resultado
anterior. Vamos a formular ahora un clasico resultado que en su tiempo fue un interesante
problema planteado por la fisica. Se trata del llamado “problema de Dirichlet” (Peter G.
Dirichlet, Alemania, 1805-1859). El problema es el siguiente:

“Dada una funciéon continua (oK definida en la frontera del disco unidad y con valores
en R, jexiste alguna funcion u : D(0,1) — R, continua en D(0,1), armoénica en D(0,1)
que coincida con ¢ en 9D(0,1)?”

Para mostrar una solucion a este problema necesitamos algunas definiciones y resul-
tados auxiliares.

Definicién 9.4 Se llama nicleo de Poisson a la funcion P definida por

+oo
P:(rt)€[0,1) x R—=P.(t) = Z rinleint
(es habitual denotar a P(r,t) por P,.(t), se sobreentiende que PU( ) =1 para todo t € R).
Esta suma representa la suma de las series Z > rmemmt zn o r"e™. Ambas series son

absolutamente convergentes para todo (r,t) € [0,1) x R. Observamos que ncluso, fijado
r € 1[0,1), esas series son uniformemente convergentes en la variable t € R.

Nos interesa ahora obtener dos expresiones para el nticleo de Poisson que se utilizaran
posteriormente: Dados z = re, con r € [0,1) y § € R se tiene que

e + 2 1—r?
P.(0 —t) =R , =
( ) e(e”—z) 1—2rcos(0 —t) +1r?
para todo t € R. En efecto:
+00
P'r(t) = Z ’f’ln‘emt 1+ Z n mt Z n —mt
= 14+ Zrn [eznt + efmt] =14+ ZrnQ Re<€znt) _

n=1

eit
— <1+2Z re > <1+21—r6”):
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Sustituyendo ¢ por (6 — t) se obtiene que

it
P.(6—1t) = Re (e.t i Z) .

et —z

Por otra parte

it W\ (1 _ it 2
Re(l—l—r6>:Re<(1+re (1 —re )) 1—r

1—ret |1 — reit|? T 1—2rcost+r2

Sustituyendo ¢ por (6 — t) se obtiene que
Re e+ z\ 1—72
et —z) 1—2rcos(f —t) +r2

Propiedades del nicleo de Poisson:

1. 5= [T P.(t)dt =1 para todo r € [0,1). En efecto,

™

1 e 1 +OO
— [ Pdt = — nlgint gy —
2w ®) 27T/ Z re

—T

n=—00
400 7
1 < 1
o In| int o .
— r e"dt = —271 = 1.
2 / 27
n=—00 g
™
notese que Y. > rlPleint es uniformemente convergente en ¢t € R y que / emtdt =0

—T

sin #0.
2. P.(t) > 0 para todo r € [0,1) y todo t € R. En efecto,

1—17r2

= >0
1 —2rcost + r?

P (t)

pues 1 —2rcost+r2>1—-2r+r>=(1—-r)?> 0.

3. P.(t) = P.(—t) paratodor € [0,1) y todo ¢t € R. Para ver esto basta tener en cuenta
. 2 . .
que la expresion P.(t) = m toma el mismo valor en ¢ y en —t y también en
tyt—+2m.

4. Para todo r € (0,1), todo ¢ y todo t tales que 0 < § < |t| < 7 se verifica que
P.(t) < P.(9).

En efecto, fijados r, d y t en las condiciones indicadas se verifica que cost < cosd,
de donde se sigue que P,.(t) < P.(6).
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5. Para todo 0" € (0, 7] se verifica que [im P.(0") = 0 pues el numerador de P,(6*) es

r—1
1—7r%y se verifica que lim (1—7r?) = 0. El denominador de P,(6*) es 1—27 cos §* +1r?
r—1-
y lim (1 —2rcosd™ +r%) =2 — 2cosd* > 0 pues cos§* < 1.

r—1-

Definiciéon 9.5 Se llama integral de Poisson de una funcion continua ¢ : 0D(0,1) — R
a la funcion

Py : z=re" € D(0,1) — P[](re?) = %/PT(Q — t)(e)dt

s

1 fet+z .
= — [ = “)dt
Re 27T/e“ — sz(e )

—T

Observamos que la funcion

1 1
S D(O, 1) — —/ w Z'.—Qﬂ(w)dw
21 Japo,y W — 2 1w

es holomorfa en D(0,1) pues la funcién
o(z,w) = ————(w) : (z,w) € D(0,1) x 9D(0,1)

es continua y existe g—f(z,w) y es continua en todo punto de D(0,1) x 0D(0,1). Dado

que precisamente P[i)] es la parte real de esta funcion, resulta que P[] es armoénica en
D(0,1).

El siguiente teorema proporciona una solucién afirmativa al problema de Dirichlet
planteado anteriormente.

Teorema 9.6 Sea ¢ : 0D(0,1) — R una funcion continua. Entonces la funcion

str=1

W(e”)
U 0y _ ‘
u:z=re" € D0,1)— u(re”) = %/Pr(ﬁ—t)w(e“ﬁ)dt si0<r<l1

es continua en D(0,1), armdnica en D(0,1) y coincide con 1 en dD(0,1).
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Demostracion. Acabamos de probar que

T T
1 fe+ 2

— it e P
PO = tyb(e)dt = Re | o— [

™ ™

1
2

(et |

es armonica en D(0, 1) y claramente u coincide con ¥ en 9D(0, 1). Entonces, solo nos falta
probar que u es continua en 0D(0, 1).

Para probar esto hay que demostrar que para todo zy = €'°, 0 € [—7,7), y todoe > 0
existe un § > 0 tal que para todo z € D(e%, §)ND(0, 1) se verifica que |u(z) —u(e')| < e.
Nosotros lo haremos para el caso en el que zy = 1 para simplificar un poco la escritura.

Dado ¢ > 0, la continuidad de la funcién ¢ en el punto 1 nos da que existe dg > 0, tal
que

u(z) — u(1)] = [1b(2) — ¥(1)| < e si z € D(1,80) N AD(0, 1).

La continuidad de la funcion ¢ — ¢(e) en 0 nos da que existe 6; > 0, que supondremos
menor que w, tal que

(™) — ()] < % si [t| < 0y.
Por otra parte la funcion ¢ — (1) es continua en 9D(0, 1), luego existe M > 0 tal que
[¥(2) —(1)] < M para todo z € 9D(0,1)
Por la propiedad 5 del niicleo de Poisson se tiene que

lim P, (&) =0

r—1- 2
luego existe 9 € (0,1) tal que si r € (rg, 1), entonces

51 €

Consideremos el conjunto

V= {rew 1 € (r9,2), 0] < %}

este conjunto es un entorno abierto de 1. Vamos a ver como
|u(z) —u(1)| < e para todo z € VN D(0,1)

(para los z € 9D(0,1) ya sabemos que también se verifica esa desigualdad).
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Sea z =re? € VN D(0,1) :

[u(re”) —u(1)| =

[ R ot uin| =
1

- |3 [ - 0w - zb(l))dt‘g
1 it .

< %/ PO — )l (e) = p(1)]dt =
1 it

= 5, PO ORE -yl
1

P60 = t)[p(e") — ¢ (1)]dt.

27 Jtel—mn) 1261}
Ahora bien, para t € [—d1,01] se verifica que [i)(e”) —)(1)] < 5, y como

1 1 [7
— P.(6 — t)dt < —/ Po(6 — t)dt =1,
271' [—(51,(51] 27'(' o

el primer sumando es menor que $. Por otra parte si t € [~7, 7| y [t| > 0; entonces
|0 —t| > [t] — [6] > 61 — % por lo que P(0 —t) < P, (%) < 55, pues r € (ry,1). Como
[(e) — (1) < M, se tiene que el segundo sumando es menor que £. En consecuencia
lu(re®®) —u(1)| < e.

Si consideramos ahora 0 € (0,00) tal que D(1,6) C V se verifica que

lu(re’?) — u(1)| < € para todo re” € D(1,6) N D(0,1).

O
El siguiente teorema garantiza, entre otras cosas, la unicidad de la solucién al problema
de Dirichlet.

Teorema 9.7 Si u es una funcion real continua en D(0,1) y armdnica en D(0,1), en-
tonces u es, en D(0,1), la integral de Poisson de su restriccion a 0D(0,1) y es, por lo
tanto, la parte real de la funcion holomorfa

1 [T et ’ 1 1
2 € D(0,1) — —/ € T2 ueMydt = — WEE  (w)dw.
2m et — 2 21 Japo,y W — z W

—T

Demostracion. Llamamos u; a la funcién que da el teorema anterior, extension de la
funcion ujpp(o,1) y veamos como u; = u. Para ello sea h = u—u;. Esta funcion es continua
en D(0,1) (por serlo u y u;), es armoénica (por serlo u y uy) y h = 0 en D(0,1). Proba-
remos que también h = 0 en D(0, 1) con lo que tendremos lo que queremos. Supongamos
que existe un punto 2o € D(0, 1) tal que h(zp) # 0, y supongamos, por un momento que
h(zo) > 0. Fijado € > 0, con € < h(zp), definamos

g(2) = h(z) +¢|z]*; 2 € D(0,1).
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La continuidad de g en el compacto D(0, 1) nos permite garantizar que existe z; € D(0, 1)
tal que
g(z1) > g(z) para todo z € D(0,1).

Ahora bien, como ¢(z1) > g(z0) > h(z0) > ¢ = ¢g(z) Vz € 0D(0,1) necesariamente
z1 € D(0,1). Entonces z; es un maximo de la funcién (z,y) — g(x,y) en el abierto
{(z,y) : * + y* < 1} y asi sabemos, por resultados del Célculo Diferencial que la forma
cuadratica asociada a la matriz hessiana de g en z; es semidefenida negativa, esa forma
cuadratica es
0%g 2, 5 0% 0%g 2
Q(h1, ha) = w(zﬁfh +28 (2’1)h1h2+a—y2(21)h2
Dado que esa forma es semidefinida negativa, su valor es menor o igual que20 para todo
(hy,hs) € R? con lo que Q(hy,0) < 0y Q(0,hy) <0, lo que implica que %(zl) <0y

x0y

24(=1) <0.
Como g(z) = h(z) + ¢|z|?, resulta que
d*g d%g *h 0*h
Dado que h es armonica en D(0,1) y 23 € D(0,1) se tiene que
0?h 0*h
@(21) + a—yz(zl) =0,
con lo que
g D%g
@(21) + a—y2<21) =4 >0
lo que contradice el que %(zl) <0y giyg(zl) < 0. Hemos probado entonces que no

existe ningun punto de D(0, 1) en el que h tome un valor mayor que 0. Si suponemos que
toma en algiun punto de D(0, 1) un valor negativo se repite el argumento anterior con —h.
Conclusion h(z) = 0 para todo z € D(0,1), esto es, u = u; en D(0,1). O

Observaciones:

1. Dado que, segtin acabamos de ver, toda funcién continua en D(0,1) y armonica en
D(0,1) queda determinada por sus valores en 0D(0,1), es claro que la solucion al
problema de Dirichlet es tnica, dada la funcién continua ¢ : 90D(0,1) — R, la
solucion del correspondiente problema de Dirichlet es su integral de Poisson.

2. De acuerdo con el teorema anterior, si u es una funciéon continua en D(0,1) y armo-
nica en D(0, 1), entonces para cada r € [0,1), y cada 6 se verifica

(re) 1 /7r 1—r? (")t
u(re’) = — u(e
21 J_. 1 —2rcos(6 —t) +r?

lo que nos da una representacion integral de los valores de w en D(0,1) a partir de
sus valores en 0D(0,1).
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3. Los resultados anteriores se generalizan facilmente para discos arbitrarios. Asi, si ¢
es una funcién real continua en dD(a, R) y hacemos

u(a + re) = L /7T R Y(a+ Re™)dt
21 ) . R —2rRcos(f —t) + 12

para 0 < r < R, y u(a + Re™) = ¢(a + Re™), entonces u es continua en D(a, R) y

armonica en D(a, R). Por otra parte, si v : D(a, R) — R es continua en D(a, R) y
armonica en D(a, R) entonces u es, en D(a, R), la parte real de la funcién holomorfa

1 T it + zZ—a )
z € D(a, R) — —/ e—zjfai/z(a + Re')dt.

it
2 J_p et =5

Se sigue de aqui que toda funcion armoénica en un abierto es, localmente, la parte real
de una funcion holomorfa. Obsérvese que esto ya lo vimos directamente al principio
de la leccion.

4. Si en la igualdad del apartado 3 hacemos r = 0 obtenemos que

u(a) ! /7r u(a + Re™)dt

" or

—T

es decir, el valor de u en a es el promedio, en el sentido de la integral, de los
valores que toma en la frontera del D(a, R). Esta propiedad, que resulta ser muy
interesante, se conoce como “propiedad del valor medio” y nos dice que si u es
armonica en un abierto U, a € U y R > 0 tal que D(a, R) C U entonces se da
la igualdad anterior. Vamos a ver a continuacién que esta propiedad, junto con la
continuidad, caracterizan la armonicidad.

Teorema 9.8 Sea v : U — R una funcion continua que tenga la propiedad del valor
medio. Entonces u es armonica en U.

Demostracién. Sean a € U y R > 0 tal que D(a, R) C U. Como se acaba de indicar, la
restriccion de v a dD(a, R) da lugar a una funcién v que es continua en D(a, R), arménica
en D(a,R) y coincide con u en dD(a, R). Comprobaremos que u = v en D(a, R) y por
lo tanto u serd armoénica. Para ello sea h = u — v y sea M = sup{h(z) : 2 € D(a, R)}.
Observamos que ese supremo es mayor o igual que 0 pues h = 0 en dD(a, R). Supongamos
que M > 0.
Sea
E={z¢€ D(a,R) : h(z) = M}.

Desde luego E # (), pues D(a, R) es compacto y h es continua. Ademas E es cerrado,
pues £ = h~*{M}, y dado que E est4 contenido en el compacto D(a, R), resulta que E es
compacto. Como M >0y h =0 en 0D(a, R), necesariamente £ C D(a, R). Sea 2y € E
tal que |zg — a| > |z — a|] para todo z € E (pues E es compacto y ¢(z) = |z — a es
continua). Entonces, para todo r > 0 tal que D(zo,7) C D(a, R) existen ty € [—m,7) y
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0 < & < to tales que zg + re € D(z,7) N E° para todo t € [tg — d,ty + 6] y por lo tanto
h(zo + re®) < M para esos t. Como h tiene la propiedad del valor medio, por tenerla u y
v, se tiene que

h(zo) = —/ (20 + 7€) dt =

to+0 to—0

1 .
h(zo + re)dt + — h(z + re')dt

27r 2

[ -
+— h(zo + re)dt.

Al ser h(zp + re™) < M paralos t € [ty — 0, ty + d] se tiene que

to+0 )
/ h(z + re')dt < M26.
to—0

Por otra parte, la suma de los otros dos sumandos es menor o igual que M (27w — 2§) con
lo que

h(z) < %[MQ(S b M(27 — 26)] = M = h(z)

lo que es absurdo. Si repetimos el argumento con —h obtendremos finalmente que h = 0
con lo que u = v. O

Teorema 9.9 (de Harnack) Si (u,,) es una sucesion de funciones armonicas en un abierto
U y converge uniformemente en los compactos de U a una funcidn u, entonces u es
también una funcion armdnica.

Demostracion. Ya sabemos que esta funcién u es continua, pues es el limite uniforme
en los compactos de U de una sucesion de funciones continuas. Para ver que es armonica
comprobaremos que tiene la propiedad de la media.

Para ello sean a € U y R > 0 tales que D(a, R) C U. Entonces, como cada u, tiene la
propiedad de la media se verifica que

1

un(a) = %/ Un(a + Re™)dt.

Como {a + Re" : t € [—m, 7]} es un conjunto compacto, u, — u uniformemente en
él, luego la sucesion de funciones continuas v, (t) = u,(a + Re™), t € [—m, 7], converge
uniformemente en [—7, 7] a v(t) = u(a + Re™) por lo que

1 ™
u(a) = limuy,(a) = —/ limu,(a + Re™)dt = _/ (a+ Re)dt,

n—00 2 | _n—oco

lo que prueba que u tiene la propiedad de la media. 0
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Teorema 9.10 (Desigualdades de Harnack) Si u es una funcidn armdnica en D(a, R)
que es continua y positiva en D(a, R) entonces se verifica que:

g;:u(a) < u(a+re?) < Zi—:

u(a)
para todo 0 € R y para todo r € (0, R).

Demostracién. Se verifica que 0 < R —r < |R — re/® | < R + r, utilizando las
propiedades del modulo (Ja|] — |b] < |a — b| < |a|] + |b] para todo a,b € C). Elevando al
cuadrado, hallando inversos y multiplicando por R? — r? se obtiene que

R—r _ R* —r? Rt
R+r — R>—2rRcos(0 —t)+712 ~ R—r

Multiplicando ahora los tres miembros de esas desigualdades por %u(a + Re) > 0 e
integrando en [—m, 7| se tiene que

R—r1 [T )
il ; <
R+r2m _Wu(a+Re Jdt - <
1 & RQ_TQ ‘
= 9. it dt
T 2n /_7T R2—27“Rcos(0_t)+r2u(a+Re )
1 ” ‘
< R+r 1 wla + Re)dt

R—r2m J_,

de donde se sigue el resultado teniendo en cuenta que

1 [7 »
— u(a + Re)dt = u(a
- | ula+ R = ufa)
y que
1 ™ RQ _ 7"2 ) )
— w(a + Re®)dt = u(a + re’).
27r/7r R2 —2rRcos(6 — t) + r2 ( ) ( )
O
Obtenemos, finalmente, el siguiente corolario de este teorema.
Corolario 9.11 Si tenemos una sucesion creciente up < us < --- de funciones armoni-

cas en un abierto conexo U entonces, o bien {u,} es uniformemente convergente en los
compactos de U a una funcidn armdnica u, o bien u,(z) — oo para todo z € U.

Demostraciéon. Supongamos que u; > 0, de no ser esto cierto, cambiamos cada w,, por
U, — up. Consideremos la funcion u = supu, € [0,+oo] ysean A ={z € U : u(z) < oo}y
B = U\A. Fijemos ahora a € Uy R > 0 tales que D(a, R) C U. Por el teorema anterior,

R_Tun(a) < upla+re?) < ftr

R+r S oyl
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para toda n € N (téngase en cuenta que u, > 0 para todo n) y todo r < R. Tomando
supremos en n obtenemos que

R_Tu(a) < u(a+re®) < R+

R+r R—ru<a)

para todo r < R, lo que nos da que, o bien u(z) = oo para todo z € D(a, R) 0 u(z) < o
para todo z € D(a, R). Esto demuestra que A y B son ambos abiertos, pues sia € Ay
D(a,R) C U resulta que D(a, R) C A, lo andlogo si a € B. La conexion de U nos da
que o bien A = (), en cuyo caso u(z) = oo para todo z € U o bien A = U. En este caso
tenemos que la sucesion {u,}, que es mondtona creciente, converge a la funcion real u
(notese que u = supu,, y que estamos suponiendo que u(z) € [0, +00)).

La convergencia uniforme en compactos se sigue del hecho de que cuando una sucesion
de funciones reales continuas converge de forma monétona hacia una funcién continua,
entonces la convergencia es uniforme en los compactos (la demostracion puede verse en
el libro de W. Rudin, Principios de Andlisis Matemaético, teorema 7.13). Finalmente, la
funciéon wu, al ser limite uniforme en los compactos de una sucesion de funciones armonicas,
es armonica. [l
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APENDICE I

Demostracién original del T. de Cauchy (de 1825, siguiendo el
Churchill-Brown, pp. 122-123)

Teorema. Sea 7y : [a,b] — C un camino cerrado simple (esto es, v es inyectiva en
(a,b)) y denotemos por R a la region que determina la parte del plano que encierra este
camino. Supongamos que f es una funcién derivable en un abierto que contenga a Ry a
v* v que la derivada de esta funcién es continua en R. Entonces fv f=0.

Demostracion. Hagamos f = u +iv y v = 7y, + i77,. Entonces

[r-] F ) )

b
= / (u(v1(8),72(8)) + iv (2 (2), 72(£)) (Vi () + 175 () dt

= [ 00 = oo (.20
HlU0 (0, 5(0)(0) + 00 (0, (D) ()
= [ M 0.900). 000,200, (.50

/((( (1), 72(8)), (1 (1), 72 (1)), (V1 (£), 75(2))) i

:/u—v—l—z/vu

Si escribimos esto en la forma:

/uda:—vdy+i/vdx+udy

Y Y

y aplicamos el teorema de Greer[] obtenemos

/udx—vdy+i/vdx+udy=// (—@——)da:dy—i-z// <@—@>dxdy.
y y r\ Or Oy dy

Las condiciones de Cauchy-Riemann nos dan que —2¢ — %% =y 2 — % — () por lo que

ox oy ox
/f:O.
y

* . . . . .
El teorema de Green prueba que si dos funciones reales P y ) son continuas y tienen sus derivadas
parciales continuas en R U~* entonces

/Pdw—i—Qdy—//( y)d dy.
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APENDICE II

Justificaciéon de por qué se dice que el indice de un punto respecto a un camino
representa el “ntimero de vueltas” que éste da alrededor del punto.

Lema 1. Toda aplicacion continua f de un intervalo [a, b] con valores en C\{0} tiene
una determinacion continua de su argumento (y por lo tanto de su logaritmo).

Demostracion. Observamos en primer lugar que si D es un disco que no contiene al
0 entonces existe una determinacion continua del argumento en D, basta considerar una
semirecta que pase por el 0 y no corte al disco. Los puntos de esa sermirecta tienen un
Argumento Principal, llamémosle 6, entonces la eleccién del argumento principal asociada
la intervalo [—6), 0y) nos da una determinacion continua del argumento en D.

Como ~* es compacto, y |f| alcanza su minimo m en él, este minimo es > 0 y por

la continuidad uniforme de f en [a,b] podemos encontrar una particion a = ty < t; <

- < t, = btal que |f(t) — f(t;)] < m para todo t € [t;,t;11], 7 = 1,...,n, Entonces

f(t) € D; :== D(f(t;),m) y 0 no pertenece a ninguno de esos discos, por lo tanto podemos

elegir una determinacion continua 6; para cada uno de esos discos. Veamos como podemos
construir una para f en todo [a, b].

Se tiene que f(t) = |f(t)|e?*® para todo t € [a,t1] ¥y f(t) = |f(t)]e??*® para todo
t € [t1,t2]. En particular (1) 2(t1) por lo que existe k; € Z tal que 0y(t;) =
01(t) + 2kym. Entonces 6,(t) + 2k;m es una determinacién continua del argumento de
f en [a,ts]. Aplicando este argumento a [a,ts] v [to,t3] obtenemos una determinacion
continua del argumento de f en [a,t3], y repitiendo este proceso acabamos obteniendo
una determinacion continua del argumento de f en [a, b].

= €

Lema 2. Sea : [a,b] — C un camino cerrado tal que 0 ¢ +* y sea # una determinacion
continua del argumento de . Entonces

1
27

[0(b) — 0(a)]
es un numero entero que no depende de la determinaciéon continua del argumento elegida.

Demostracion. Por definicion de determinacién continua del argumento, 6 es conti-
nua y

v(t) = |y(t)[e?®® para todo t € [a, b].

Entonces
(0B —0(a)] _ Y(b) |v(a)l

hO) 2@
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al ser el camino cerrado. Si ¢ es otra determinaciéon continua del argumento de  sabemos
que existe m € Z tal que 6(t) — ¢(t) = 2mm para todo t € [a, b]. En consecuencia,

S-100) ~ 8(a)] = 5-[p(8) + 2mm — (pla) + 2mm)
= - le(t) - ola)]

Teorema. Sean 7 : [a,b] — C un camino cerrado y zy un complejo que no esté en ~*.

Entonces
1 1 d 1

. w=_—
27 ), w — 2o 2w

[6(b) = 6(a)]

siendo 0 cualquier determinacién continua del argumento de v — 2y en [a, b].

Demostracion. Consideremos una determinacién continua 6 del argumento de v — 2y en
la,b] (tal determinacion existe por el Lema 1) y consideremos el logaritmo holomorfo g
de v — zy definido por ¢(t) = log|v(t) — 20| + 10(t), t € [a,b]. Entonces, por la Regla de
Barrow,

R4 ()
/a i = 400) — g(@

pues como e9) = ~(t) — 2y, resulta que ¢'(t)e?® = +/(t) y, en consecuencia, ¢'(t)(y(t) —
z9) = 7' (t), esto es,
'(t)

T
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APENDICE III
En simplemente conexos todo ciclo es homélogo a 0

Vamos a demostrar ahora que si tenemos un abierto simplemente conexo de C entonces
todo ciclo en él es homologo a 0. Tendremos entonces que en este tipo de abiertos se verifica
la formula integral de Cauchy cualquiera que sea el ciclo (en particular el camino cerrado)
que consideremos en el abierto.

Para demostrar esto usaremos el siguiente lema:
Lema 9.12 Sean v, y v, : I — C dos caminos cerrados y supongamos que para un punto
a € C se verifica que
[71(s) = 70(s)| < lev = 0(s)| para todo s € I,

entonces Ind, (o) =Ind, ().

Demostracién. Consideremos el camino

Y1 — @
Yo — &

fy:

Por la condicion del lema, v* C D(1,1), por lo que Ind,(0) = 0. Ahora bien,

/

1 1 I
Tnd, (0) = 5 / LI -
Y

w o 2miJy
1 1 ! 1 1 /
5= 7_1 (t)dt — 5 7_0 (t)dt
T Jo 71T« T Jo Yo T @
de donde se sigue que Ind,, (o) =Ind, (a). O

Teorema 9.13 Siv, y v, son dos caminos cerrados homdtopos en un abierto U, entonces
para todo punto oo € C\U se verifica que Ind, (o) =Ind, (a).

Demostracion. Fijemos un punto o € C\U. Sea H : [ x I — U una aplicacion continua
tal que:

H(s,0) = ~,(s) paratodosel, (9.1)
H(s,1) = ~,(s) paratodose€l,
H(0,t) = H(1,t) paratodot € I.

Al ser I x I un compacto, H(I x I) es un compacto de U. Dado que a € C\U existe
e > 0 tal que
la — H(s,t)| > 2¢ (9.2)
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para todo s,t € I. Por otra parte, al ser H continua en el compacto I X I, es uniformemente
continua en él, luego existe n € N tal que

1
|H(s,t) — H(s',t')|<e si |[s—§|+[t—t]|<—. (9.3)
n

Consideremos las poligonales cerradas definidas por

) = i (T 2 s i (28] (ns = G- 1) (9.4

n n nn

cuandose[]l]}paraalgun]—l wnyk=0,.

Notese que en cada [Z1, L] | ) es de la forma a(l — t) + bt =a+t(b—a), que es el
segmento que une a con b. De la propia definicién de A\ y de se sigue que:

)\k(s)—H<s—)‘ ‘H(‘]_l,:z)—]:f(S,g)'(j—ns)—l-
gL B\ _g(s®
(n’n) (’n>

para todo s € I (notese que j —ns+ns—(j—1) = 1). En particular, parak =0y k=n
se tiene que

(ns+1—j)<e(j—mns)+ens—(j—1))=¢ (9.5)

Xo(s) —vo(s) <e v |A(s) —7,(s)| < e para todo s € I. (9.6)

De (9.2)) v (9.5) se sigue que

bor (D) e

para todo s € I, k =0, ...,n. Por otra parte, de (9.4) v (9.3 se deduce que

[Ae-1(5) = Ae(s)] <
lH(j‘%’T>—H(J’;%%)\u—w

n
j k- j ok
H —H —(j—1 .
(L) i (L) s - 1) < (9:)
para todo s € I, k =1,...,n. Se sigue entonces de y (9.7) que

lae — Ag(s)] > >2—ec=¢ (9.7)

| Ak—1(8) — Ak(s)] < |a— Ak(s)| para todo s € I, k=1,...,n

Aplicando el Lema anterior (n + 2) veces (en el primer y el dltimo paso se usa (9.6)),
obtenemos que « tiene el mismo indice respecto a los caminos 7, Ao, A1, ..., An, 7y, ¥ POr

lo tanto ) )
Ind, (o) = Ind, ().
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Nota 9.14 Hemos recurrido a las poligonales N\, debido a que es posible que las curvas
A(s) = H(s,t) no sean caminos.

Corolario 9.15 Todo camino homdtopo a 0 en un abierto es homdlogo a 0 en €l.

Demostraciéon. Sean U un abierto del plano y v un camino (cerrado) hométopo a 0
en él, al ser v homo6topo a una curva constante en U, el teorema nos da que para todo
a € C\U se verifica que Ind,(a) = 0, pues evidentemente « tiene indice cero respecto a
cualquier constante. Es decir, v es homologo a 0 en U. 0J

Corolario 9.16 Si U es un abierto simplemente conexo, entonces todo camino cerrado
(y por lo tanto todo ciclo) es homdlogo a 0 en U. Por lo tanto en este tipo de abiertos
tiene validez global la formula integral de Cauchy.

Nota 9.17 Pueden existir caminos homologos a 0 en un abierto que sin embargo no son
homdtopos a 0 en el abierto. Tdmese para ello como abierto U a C\{a,b}, siendo a y b
dos numeros complejos distintos. El camino ABCADFEF A de la figura es homdlogo a 0
en U pero no es homdtopo a 0 en él.
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APENDICE IV

Dominios de Dirichlet

El problema de Dirichlet puede plantearse en cualquier abierto que tenga frontera no
vacia. Se dice que un dominio (abierto y conexo) de C con frontera no vacia es un dominio
(o region) de Dirichlet si en él el problema de Dirichlet tiene solucion. Esto es, si dada una
funcién continua en su frontera existe una funciéon continua en la adherencia del dominio
y armoénica en el dominio que coincida con la funcion dada en su frontera.

Como indicaremos un poco mas adelante no todo abierto, incluso acotado, es una
region de Dirichlet, pero si lo son todos los abiertos simplemente conexos. Daremos aqui
un esquema de la demostracion de esto. Necesitaremos introducir algunos conceptos y
resultados previos.

Recordamos que una funcién armoénica en un abierto U de R? (con valores en R) es una
funcion de clase C? que verifica la ecuacién de Laplace, o equivalentemente, una funcién
continua que verifica la igualdad de la media.

Definicién 9.18 Se dice que una funcion continua v en un abierto U de R? con valores
en R es subarmonica en U si Eem‘ﬁca la siguiente desigualdad de la media: Para todo
a € U y para todo p > 0 tal que D(a,p) C U se verifica que

1 [7 :

v(a) < — v(a + re™)dt.
2 ) .

Se dice que una funcion continua es superarmonica si en las condiciones anteriores se

da la desigualdad contraria.

Evidentemente, toda funcién armonica es a la vez subarmonica y superarmonica y
toda funcion que sea a la vez subarmoénica y superarmonica es armonica.

Las funciones subarmonicas verifican un principio del maximo (primera version) similar
al que verifican las funciones holomorfas. Esto es, siv : U — R es una funciéon subarmoénica
en el dominio U y existe un punto a € U tal que v(a) > v(z) para todo z € U, entonces
v es constante.

La demostracion de esto se obtiene probando que el conjunto de puntos en los que la
funcion alcanza el méximo es abierto y cerrado en U la clave (para probar que es abierto)
reside en la desigualdad de la media que verifican las funciones subarmonicas.

En lo que sigue se necesitard otra version del teorema del maximo, serd consecuencia
del siguiente teorema:
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Proposicién 9.19 Sea U un dominio acotado y sea ¢ una funcion real subarmonica
acotada definida en U. Si para cada punto a € QU se verifica que

limsupp(z) <0

z—a

entonces, o bien ¢(z) < 0 para todo z € U o bien ¢(z) =0 para todo z € U.

Demostraciéon. Recordamos en primer lugar qué es el limite superior y el limite inferior
(se usara enseguida) de una funcion real ¢ : U — R en un punto a € U. Se definen como

limsupp(z) = li@sup{@(z) 1z € D(a,r)NU}
r—

zZ—a

liminfiy(z) = li?gvjrmf{@b(z) :z € D(a,r)NU}.

zZ—a
Supongamos que existe un punto b € U tal que ¢(b) > 0, elijamos ¢ > 0 tal que
©(b) > € y definamos
B.={z€U:p(z)>c}

Observamos que B. no es vacio pues b € B.. Sea a € U, como estamos suponiendo que

lim sup{¢(z) : z € D(a,r)NU} <0,
r—0+t

existe 0, > 0 tal que
©(z) < € para todo z € D(a,d,) NU.

Ahora bien, %UD(a,éa) es un recubrimiento abierto del compacto AU y por lo tanto
ac

existe § > 0 tal que p(z) < e para todo z € U que diste de U menos que §. En
consecuencia

B. C{z €U : dist(z,0U) > 6}.

Por lo tanto B. es un conjunto acotado que claramente es cerrado, luego es un compacto.
Sea zy € B. tal que p(29) > ¢(2) para todo z € B. (¢ es continua). Como ¢(z) < €
para todo z € U\ B. resulta que ¢ alcanza un maximo absoluto en U y por lo tanto debe
ser constante, esta constante debe ser p(zg) que es mayor que € > 0 y esto contradice
la hipotesis de que lim supp(z) < 0 (pues al ser ¢ constante ese limite superior seria

z—a
mayor que 0), y demuestra que ¢(z) < 0 para todo punto de U. Si ¢ se anula en algtin
punto de U entonces ¢ alcanza el maximo en un punto de U y por lo tanto es constante,
necesariamente la constante 0. Si ¢ no se anula nunca, necesariamente p(z) < 0 para todo
zel. OJ

Corolario 9.20 (segunda versién del teorema del médulo maximo) Sea U un do-
minio acotado y sean ¢ y 1 dos funciones reales acotadas definidas en U siendo ¢ subar-
mdonica y ¥ superarmdnica. St para cada punto a € OU se verifica que

limsupp(z) < liminfi(z)

z—a z—a

entonces, o bien @(z) < ¥(z) para todo z € U o bien ¢ =1 y en este caso ¢ es armdnica.
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Demostracién. Como

z):z€ D(a,r)NU} —inf{y(z): z € D(a,r)NU})
= rli?gk(sup{ga 2):2z€ D(a,r)NU} +sup{—¢(2) : z € D(a,r)NU})
2 lim sup{p(z) —¥(2) : 2 € D(a,r) N U}

0 > I
> ngg(sup{so

(
(

podemos aplicar a la diferencia ¢ — 1 el teorema anterior, téngase en cuenta que al ser
1 superarmonica, —1) es subarmoénica y entonces ¢ — 1) es subarmoénica y se verifican las
hipotesis del teorema. O

Para abordar una solucién al Problema de Dirichlet para un dominio acotado U in-
troducimos el concepto de Familia de Perron asociada a una funciéon continua en la
frontera de U, en él intervienen las funciones subarmonicas.

Definiciéon 9.21 Dada una funcion continua f en la frontera OU de un dominio acotado
U del plano se define la familia de Perron asociada a ella como

P(f,U) = {go : U = R, ¢ subarmdnica en U y limsupp(z) < f(a) VYa € (9U}

z—a

Observamos que esta familia nunca es vacia pues al ser f continua en OU es acotada
en ese compacto, esto es, eriste M > 0 tal que f(z) € [—M, M] para todo z € OU y la
funcion constante p(z) = —M pertenece a P(f,U).

Pues bien, si se define:

u(z) =sup{p(z) 1 p € P(f,U)} : z € U,
resulta que esta funcion es armonica en U (Teorema 3.11 del Conway). Si se verificase
que limu(z) = f(a) para todo a € QU entonces la funcion v prolongada a 0U déandole
zZ—a

el valor f(a) en cada punto de OU seria una funciéon continua en U y armonica en U y
solucionaria el problema de Dirichlet.

Puede probarse que limu(z) = f(a) cuando U es simplemente conexo y por lo tanto
zZ—a

todos los abiertos simplemente conexos acotados son regiones de Dirichlet. Para conseguir
eso se introduce el concepto de punto barrera de un abierto. La definicion es como sigue:

Definicién 9.22 Dados un dominio acotado U y un punto a € OU se dice que a es un
punto barrera para U si existe una familia {1, : r > 0} de funciones superarmonicas
tales que:

1.0<y, <1



114

2. limi,(2) =0

z—a

3. limi,(z2) =1 para todo w € U tal que |w —a| =r.
Z—w
Sucede que si un dominio tiene una barrera en cada punto de su frontera en ese dominio
se verifica que limu(z) = f(a) para todo a € U y, como ya se ha dicho, entonces ese
zZ—a

dominio es una region de Dirichlet (esto se demuestra en el Teorema 4.3 del Conway).

El proximo paso consiste en demostrar que en los dominios simplemente conexos todo
punto de su frontera es una barrera para ¢l y entonces todo dominio simplemente conexo
es una region de Dirichlet, esto se hace en el Corolario 4.18 del libro de Conway. Por
cada a € OU las funciones 1, que forman la barrera se construyen de una forma bastante
complicada a través de unos logaritmos.

Todo lo que se ha dicho aqui puede verse en el libro de Conway entre las paginas
263-274.

En este libro se trabaja con un concepto un poco distinto del que tenéis de punto
frontera de un conjunto. Se usa la notacion J,U para denotar lo que llama frontera
extendida que es la frontera de U, pero pensado éste en la compactificacion C de C por
un punto (el punto del infinito). Si U es acotado coinciden 0,,U y OU, si U no es acotado
entonces J,U = 0U U {o0}. C es la llamada esfera de Riemann, que es la esfera de centro
(0,0, 3) y radio 3.

No todo dominio del plano es una region de Dirichlet, esto le ocurre a U = D(0, 1)\{0}.
La prueba no es inmediata, puede verse en la p. 268 del libro de Conway.
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APENDICE V

El teorema de Montel.

Se conoce del curso de Célculo Diferencial que un subconjunto de R™ es compacto si y
solo si es cerrado y acotado. Los conceptos de conjunto cerrado y de conjunto compacto
pueden introducirse en cualquier espacio topolégico, el de acotacion requiere de una idea
de proximidad y entonces hace falta una estructura que nos de esa idea, digamos que una
estructura de espacio métrico (hay algo més general). Podia entonces pensarse que en
todos los espacios métricos se va a verficar que los conjuntos compactos son aquellos que
son cerrados y acotados. Pero no, aunque si es verdad que todo conjunto compacto es ce-
rrado y acotado, no es cierto, en general, que todos los conjuntos cerrados y acotados sean
compactos. Hay un teorema de F. Riesz que dice que en un espacio normado hay alguna
bola cerrada que sea compacta, entonces el espacio normado tiene dimension finita. Por lo
tanto, en ningtn espacio normado de dimensién infinita es cierto que compacto<-cerrado
y acotado. Pero hay espacios de dimension infinita en los que si es cierta esa equivalencia,
ciertamente no son espacios normados, pero pueden ser métricos (no normados). El primer
ejemplo conocido es el del espacio H(U) de las funciones holomorfas dotado de la topolo-
gia compacto-abierta. Esta topologia tiene como una base de sus abiertos la colecciéon de
los conjuntos

By(K,e): {g € H(U) : sup{lg(z) — f(2)| : 2 € K} <¢}

cuando f recorre H(U), K recorre la familia de los compactos de U y ¢ recorre el conjunto
de los ntimeros reales mayores que 0. Si f = 0 entonces

Bo(K,e) ={g € H(U) : |9(2)] <& paratodo z € K}.

De aqui el nombre de topologia compacto-abierta, los elementos de By(K,e) meten el
compacto K en el abierto D(0,¢). Esta topologia es la topologia asociada a la métrica
d en ‘H(U) definida de la siguiente forma: Se considera una sucesion expansiva {K,} de
compactos de U (daremos luego un ejemplo de una tal sucesion) cuya union lo recubre y
tal que para todo n, K,, C K, y se define:

A9 =D T T gl

(nétese que esa serie converge, sus términos son menores que 5+ ). La notacion ||k es usa
para el sup{|h(z)| : z € K}.

Pues bien, vamos a ver, sin mucho detalle, que en H(U) los conjuntos cerrados y
acotados son compactos. Recordamos que un subconjunto de un espacio métrico que sea
cerrado y acotado es compacto si (y solo si) toda sucesion de elementos del él tiene una
subsucesion convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass), eso es lo que demuestra el
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llamado Teorema de Montel (Paul Montel, matematico francés 1876-1975, el teorema
es de 1927). Veamos una idea de la prueba para que se observe, como no podia ser de
otra manera, que la clave para poder demostrarlo es la féormula integral de Cauchy. Los
conjuntos acotados en este espacio métrico son los conjuntos uniformemente acotados en
los compactos de U.

Fijemos una sucesion {f,} de funciones holomorfas en U y consideremos la sucesion
de compactos

K, =D(0,n)N {z e U : dist(z,CU) > l}

n

Para cada n € N sean

M, =sup{|f(2)|: z € K, f € F}

1 o
5 = 5dist(Ko, CEonia).

Obsérvese que d, > 0 (notese que K, C K, 11).

Dados n € Ny 2/ € K,, denotemos por 7,, la circunferencia positivamente orientada
de centro 2’ y radio 20,,. La férmula integral de Cauchy nos da que para todo z” € U tal
que |2 — 2| <6, se verifica que

F) = f) = Llﬂ(ﬂw) _fw) )dw:

271 w—2z w-—=2z"

P f(w)
270 / (w—2")(w— z”)dw'

n

Como para todo w € ~,, se tiene que |w — 2/| = 26, y |w — 2"|>6, resulta que

Mn+l

1)~ 1 < ety (99)
para toda f € F y para todo z” € U tal que |z — 2/| < d,, y entonces F es equicontinua

en z', lo que significa que
Ve>0 30>0 | |z—2|<d=|f(2)— f()] <e VfeF.

A partir de aqui lo que realmente haremos es la demostraciéon del llamado teorema de
Arzela-Ascoli que establece que una familia de funciones continuas que sea puntualmente
acotada y equicontinua en cada punto tiene una subsucesiéon uniformemente convergente
en los compactos. Como acabamos de ver nuestra F esta en esas condiciones.

Sea { f,,} una sucesion de elementos de F, demostraremos que esa sucesion posee una
subsucesion uniformemente convergente en los compactos de U a una funcién holomorfa
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en U. Sea {w;} una sucesion densa en U. {f,,(w;)} es una sucesiéon acotada de nimeros
complejos y entonces existe una subsucesion {f,,1} de {f,,} tal que {f1(w1)} es conver-
gente. { fim1(w2)} es acotada en C y por lo tanto existe una subsucesion {f,,2} de {fim1}
tal que {f,2(w2)} es convergente, ciertamente también lo es { f,2(w1)}. Reiterando este
proceso obtenemos, para cada j € N una subsucesion {f,,;} de {f,} que converge en
wr, ..., w;. La sucesion diagonal { f, .} converge entonces en todos los puntos de la suce-
sion {w;}. Vamos a ver como { f,,,»} es de Cauchy. Para ello consideremos un compacto
K, de los antes definidos. Dado € > 0 sea

150)
d=mind ——— 6, ¢.
mm{BMnH, }

La compacidad de K, nos garantiza la existencia de una cantidad finita de puntos
wy, ..., w, de la sucesion {w,} tal que

Kn C U?ZID(U)J', (5)

Dado que { fu,.m} converge en cada uno de los puntos wy, ..., w, existe v € N tal que
€ .
| frr(w;) = fos(w;)] < 3 Vr,s >vyVj=1,..p.

Como todo z € K, verifica que |z —w;| < § para algin j =1,...,py § < J,, tenemos por

0.9 que ]
‘fm,m(z) - fm,m(w])’ < § Vm

y por lo tanto

|fr,7"(z) - f8,5(2)| < |fr,r(z> - fr,r(wj”
+‘fr,r(wj> - fS,s(wj)‘
Hfss(w) — fss(2)| <e  VzeK,.

Tenemos asi que {f, .} es de Cauchy uniformemente en los compactos de U (téngase
en cuenta que cada compacto de U esté contenido en alguno de los K,,) y por lo tanto
convergente a una cierta funcion f € H(U) de modo uniforme en los compactos de U.
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